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Linear Regression Models 

 

 خطی رگرسیون مدلهای 

 

 

 مقدمه: .1

 ،( مطرح شد1822-1911) Francis  Galtonو سالها قبل توسط  geneticکلمه رگرسیون از علم ژنتیک 

مطرح و مورد  1886و در سال  Galtonدقیقاً این اصطلاح توسط   است. Charles Darwin پسر خالهوی 

 استفاده قرار گرفت.

  : رگرسیونهدف  1.1

 دارد.فراوان روی همدیگر است که در زمینه های گوناگون کاربرد  متغیر هاپی بردن به اثرات هدف رگرسیون 

 :1 مثال

 چیست؟ انسان روی سلامتی ozoneاثر ازون  .1

 اثر درجه حرارت هوا روی مصرف انرژی در زمستان؟ .2

 اثر میانگین درآمد روی امید زندگی در کشورهای مختلف چیست؟ .3

 تعداد ساعات مطالعه آزاد روی نمره پایان ترم اثر دارد؟ آیا .4

 آیا رابطه ای بین وزن نوزاد و مادر وجود دارد؟ .5

 

رابطه بین متغیرهای موجود یا فاکتورهای اندازه پذیر پس از آوردن  تو بدسمطالعه  ، و هدف از آنالیز رگرسیون

 مشاهده مقدار متغیرها می باشد.

 عبارتند از: متغیرهرگرسیون چند در یک آنالیز شده موضوعات مطرح 

 ؟؟تعیین یا مشخص کردن مدل رگرسیون .1

 برآورد پارامترها .2

 انتخاب متغیرها .3
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 Forecastingپیش بینی        .4

 م خواهد شد.و نتیجه گیری روی مدل رگرسیون انجا 

که تابعی از   (engoden)متغیر پاسخ  Yو   p X ,…,1X مانند    (exogenes ) آزادفرض کنید چندین متغیر

p ,…, X1X  است داشته باشیم. یعنی 

(1) )p, … ,x1Y= f( x 

 به بیان دیگر:

p ,…, X1X  (فاکتور یا توصیفی –کمکی  )آزاد  هایمتغیر (exogenes .می نامند ) 

 .ابطه فوق دقیق یا تعینی نیستندودر بیشتر حالات ر

 

 : توان نوشتدر نظر بگیریم میاگر خطای اندازه گیری را  :2مثال 

 

 یا بطور کل می توان نوشت:

fluctuation  + Random)x(Y= f 

 )2( Ɛ+  )x(f=              

 fluctuation)+p(xpfp)+… + β1(x1f1+ β0y= β :         (گانه چندچند متغیره )رگرسیون خطی 

Y              :                    endogen variable 

.iablesvar  exogene:                         p,… ,x1x 

ransformationt nknow                     :   p, … ,f1f 

unknown   parameters                    :  p,… , β0β 

 که باید برآورد شوند.

خطی ساده و در  گرسیونرداشته باشد مدل را  (exogene ) اگر مدل رگرسیون مورد نظر فقط یک متغیر آزاد

 گرسیون خطی چند گانه می نامند.رغیر این صورت ) بیش از یک متغیر آزاد( 

 

 آنالیز رگرسیون: 2.1

 اگر رگرسیون خطی ساده مورد نظر باشد سوالات اساسی زیر مطرح می شوند:
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 برقرار است؟ x, yآیا رابطه منطقی و مستدل بین  -1

 مناسب است؟   =Ɛ1x1+β0βy+ مدل آیا -2

کنیم؟ برای برآورد کردن پارامترها از کدام روش  )تعیین( را انتخاب β1 β ,0چگونه پارامتر های   -3

 یا یا درستنمایی ماگزیمم( استفاده کنیم؟ )کمترین توانهای خطا

 واقعاً لازم است که در مدل باشند؟ β 1β,0 آیا  -4

 استفاده شود. )          (ا ها جهت معنی داری پارامتره بدین منظور لازم است که از آزمون فرض 

 چگونه از مدل برازش شده برای پیش بینی استفاده کنیم؟ -5

 متغیر داخل مدل را اندازه بگیریم؟ یک چگونه اثر  -6

 

 زیر: رگرسیون خطی ساده  برای تفسیر پارامترهای برآورد شده

                                      ; i=1,2,…,n   yi= β0+ β1+ xi+ Ɛi   

   گرفته و داریم:       در نظر

                                   ( x1, y1)،… ،(xn, yn) 

 : 1تذکر    

 .هستندمتغیر تصادفی  n,… , y1y  (endogen) ، متغیر پاسخدر مدل قبل ) رگرسیون( ساده -1

2- n, …x1x .مقادیر ثابت شناخته شده و غیر تصادفی اند 

3- 0β, β1   ناشناخته هستند که باید برآورد شوند. ،ترتیب عرض از مبدأ و ضریب زاویهپارامترهای مدل به 

4- n… , e1, e   هستند.( خطا  )یک متغیر تصادفی ومقادیر واقعی ناشناخته 

 

( آن را بر حسب مقدار درجه به درصد مان  ) میزان رسانایی ند را گرفته ویک سیم رسانا را در نظر  -3 مثال

 اندازه گرفته ایم. حرارت به سانتی گراد

 

Temperature: 100, 110,120,130,140,150,160,170,180,190 

Performances: 45    51   54   61  66  70   74   78    85    89 
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 ( نشان داد.xو  yرا به صورت  ) xو  y : می توان مجموعه داده های 2تذکر

’])n, yn), … ( x1,y1( x=[  (y , x) 
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 بررسی نمودار پراکنش داده ها:   3.1

مثبت ، منفی، کامل و یا ناقص  y ,x یپراکنش داده ها می توان فهمید که همبستگی بین داده ها نمودارسیم ربا 

 .هستند

 

  

 همبستگی مثبت ناقص -1

 

       مثبت کامل  همبستگی  -2

      

 همبستگی منفی ناقص                                       -3

 همبستگی منفی کامل -4

 

 بستهمه نا -5

 

 

 همبستگی غیر خطی  -6

 

 

 

 

 

رابطه بین درجه  (division-Scatter plot)همانطور که ملاحظه کردید در مثال قبل نمودار ) گراف( پراکنش 

 را توصیف می کند.سیم رسانا مان  حرارت و راند

 گرسیون خطی استفاده کرد لازم است شرایط زیر را در نظر بگیریم:ربرای اینکه بتوان از 

 خطی است. eexogen متغیر آزاد و enegendo متغیر وابسته فرض می شود رابطه بین -1

2- Y دارای واریانس ثابت Homogeneous   .می باشد 

 مستقل از یکدیگرند.  )پاسخ)  yمشاهدات متغیر -3
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 را به صورت زیر بیان می کنیم:لازم بدین منظور فرضهای 

i=1,… , n     ;)=0                 i:              E(Ɛ1H 

i= 1, … , n      ;               2ϭ)=i:               v(Ɛ2H 

for   i≠j          ) = 0  jƐi,:              cov(Ɛ3H 

j= 1, … , n        ;)    2σN (0 ,   ~  i:               Ɛ4H 

یعنی تحت فرضهای فوق می توان فاصله اطمینان و آزمون فرض ها را بنا کرد و روش درستنمایی ماگزیمم را 

 بکار برد.

 : β1و  0βتفسیر 

 i+ Ɛ ix1+ β0β= iYدر رابطه خطی 

0 β  عرض از مبدأ را می توان میانگینy  وقتی کهx  1مساوی صفر است در نظر گرفت وβ   برابر میانگینy 

 به اندازه یک واحد افزایش داشته باشد. xکه  مادامیاست 

 .یعنی از مبدأ می گذرد هبودنباشد مدل فوق شامل عرض از مبدأ   0β=0اگر 

 ؟مرکزی کرد یعنی: xمدل فوق را می توان نسبت به 

  

  

                                           ؟بطوریکه  

 

 

 

 :تابع پیش بینی کنندهبهترین    4.1

,𝑓𝑋,𝑌(𝑥 چگالی توام     𝑓𝑌(𝑦)و    𝑓𝑋(𝑥)دو متغیر تصادفی با چگالی های   Yو  Xفرض کنید   𝑦) و چگالی

   حال فرض کنید     پیش بینی کنیم. Xرا از روی مقدار داده شده  Yحال می خواهیم  باشد.  𝑓𝑌|𝑋(𝑦|𝑥)شرطی  

D(x)  تابع پیش بینی کنندهY   درX=x .کار   ینخطای تصادفی اقدر مطلق در صورتیکه  باشد|Y-D(x)| است ،

D(x)  را طوری انتخاب می کنیم که )(|Y − D(x)|2 X,YE   فرمول زیر استفاده مینیمم شود. برای محاسبه آن از

 می کنیم:

)X|)(𝐸𝑌|𝑥(|Y − D(x)|
2

 XE=  )(|Y − D(x)|2 X,YE 
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𝐸𝑌|𝑥(|Yحال  − D(x)|
D(x)     وقتی مینیمم می شود که (2 = 𝐸(Y|x). 

 : رابطه فوق را ثابت کنید.1تمرین  

 

 :بهترین تابع پیش بینی کننده خطی   5.1

برای تعیین بهترین تابع پیش بینی کننده باید چگالی توام در دست باشد، ولی اغلب چنین نیست. از این رو در عمل 

 نظر می گیریم:تابع پیش بینی کننده را به صورت خطی زیر در 

�̂�=l(x)=a + bx 

را طوری اختیار کنیم که   a , bکه نیازی به چگالی توام نباشد. برای تعیین بهترین تابع پیش بینی کننده خطی باید  

MSE    یعنی 

  

   با توجه به اینکه داریم: م شود.ومینم

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 معلوم باشند عبارتست از:  Yو   Xبهترین تابع پیش بینی کننده خطی وقتی که پارامترهای بنابر این 
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می باشد و انتخاب  l(x)هم دارای فرم خطی  E(Y|X)دارای توزیع توام نرمال باشند،    Yو  Xمی دانیم هرگاه  

فرم خطی برای تابع پیش بینی کننده توجیه پذیر است. خلاصه اینکه هرگاه پارامترهای میانگین، واریانس و ضریب 

پیش بینی کننده خطی را بدست را داشته باشیم، بدون نیاز به توزیع توام، می توانیم بهترین تابع  Yو Xهمبستگی 

 آوریم.

 

 بینی کننده خطیبرآورد بهترین تابع پیش    6.1

 :سادهخطی پارامترها و برآورد آنها در مدل رگرسیون 

,  i=1, … , ni+ Ɛ ix1+ β 0= βiY 

را نیز برآورد کرد که بدین منظور از   2σباید واریانس باقیمانده های تصادفی  1βو  0βدر اینجا علاوه بر برآورد 

 استفاده می کنیم.و روش درستنمایی ماگزیمم خطا روش کمترین توانهای دوم 

 روش کمترین توانهای دوم خطا   الف(

 iŶ – iY =êباشند.   β1و  0βبرآورگردهای  β1̂   و  β0̂  فرض کنید 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

روش درستنمایی ماگزیمم:   (ب  
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yi تابع درستنمایی بصورت زیر خواهد بود:   با فرض مستقل بودن  مشاهدات      

L ( β0  , β1 ) =  ∏ f( yi)
n
i=1  

 :ها را بدانیم و از طرفی داریم  yi  توزیع تابع منظور باید بدین

yi = ( β0 + β1xi) + εi,   i = 1,2, … , n 

 با توجه به چهارمین شرط قبلی یعنی  

H4 ∶     ei ~ N (0, σ
2) 

β0 )  و ثابت بودن  + β1xi)  :خواهیم داشت 

    

 

   

         (4         )  

لگاریتم گرفته شود : اول استکه به منظور ماگزیمم کردن این عبارت بهتر   

 

   

 

 

بستگی ندارد و فقط لازم است از جمله دوم نسبت به  β1 وβ0همانطورکه ملاحظه می شود جمله ی اول به:3تذکر

β0و β1 روش  جوابهای . ملاحظه می شود که قراردهیممشتق گرفته برابر صفرML  و روشMSE  دقیقا یکی

 هستند .

 را نیز برآورد کنیم  σ2این است که اجازه می دهد واریانس  MSEبر  MLمزیت روش 

 انجام دهیم. ها را و نیز اجازه میدهد که توزیع پارامترها و پیش بینی و آزمون فرض
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,x̅( ملاحظه می شود که خط رگرسیون الزاماً از نقطه 1از رابطه ) y̅)  ) )می گذرد.) مرکز ثقل 

 خواهیم داشت. (2 ) و سرانجام از رابطه

  

 

 در مثال قبل پارامترهای رگرسیون خطی ساده را برآورد کنید. -4مثال

n = 10, ∑xi = 1450

10

1

  ,   ∑xi
2

10

1

= 218500   , ∑yi = 673

10

1

 ,∑xiyi 

10

1

   

∑xiyi = 101570                                                                                                                                    

10

1

 

 و در نتیجه داریم: 

  

 

 

 

 

 در نتیجه مدل برازش شده عبارتست از:

  

 

 

 را نشان می دهد.  پراکنش داده ها و و شکل ذیل خط برازش
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 متغیر پاسخ را بر آورد و خطاها را محاسبه کنید: :5مثال 

ε̂i ŷi Yi i 

-0.561 45.561 45 1 

0.609 50.391 51 2 

-1.221 55.221 54 3 

0.949 60.051 61 4 

1.119 64.881 66 5 
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0.289 69.711 66 6 

-0.541 74.541 70 7 

-1.371 79.371 74 8 

0.799 84.20 78 9 

-0.031 89.031 85 10 

 

 کنید؟ رسمرا خطاها  نمودار   :6مثال 

 

 

yi   اگر    = β0 + β1xi + εi    ;        êi = yi − ŷi 

ŷiمعادله نرمال خط رگرسیون:                              = β̂0 + β̂1xi      

 

 

 

                                                  : ثابت کنید-  2 تمرین

   a) ∑ei = 0 

b)∑eixi = ∑eixi = 0  

c) y̅̂ = y̅  

d) ∑( xi − x̅)(yi − y̅) =  ∑( xi − x̅)yi 

 تعریف:

∑yi
2 = ∑(Yi − Y̅)

2    ∶  Y  پراکندگی                                            

∑ ŷi
2 = ∑(Ŷi − Y̅)

2  :  Ŷiپراکندگی                                              

∑ êi
2 = ∑(Yi − Ŷi)

2  ∶                                              پراکندگی باقیمانده ها    

 :𝛔𝟐برآورد واریانس 

 را برآورد می کنیم .  σ2ماگزیمم، پارامتر باقیمانده یعنی  ستنمایی( در4به معادله ) با توجه
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, β̂1با توجه به   β̂0  :داریم 

  

  

 

 

 را برآورد کنید.  σ2با توجه به مثال قبل  -7مثال

σ̂2 = 0.7224  

 توزیع پارامترها:  7.1

 داشتیم: H4در مدل دگرسیون خطی ساده و تحت و فرض 

yi = β0 + β1xi + εi   

εi~ N ( 0, σ
2), i = 1, … , n   

β0 و اینکه  + β1xiمقداری ثابت است داریم   yi~N (β0 + β1xi, σ
2) 

   (I  توزیع�̂�1 :(  ًقبلا�̂�1 را بدست آورده ایم)  
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    ؟ فرض کنیم   اگر

  

   

   

   

 

 

                              

 :  �̂�1واریانس 

 ؟

 

 ؟=                           

  بنابراین:

  ؟

  (II   توزیع�̂�0  :    می دانیم،ار آنجائیکه                                      �̂�0 = �̅� − �̂�1�̅� 

  و رابطه قبلی:      

 ؟

 ؟           ترکیبی خطی از یک متغیر تصادفی نرمال

    ید و واریانس آنرا بدست آوریم.مکه می بایست ا است پس نتیجه نیز دارای توزیعی نرمال می باشد
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      : 3تمرین  

                                            cov (�̂�0, �̂�1) = ?                        

σ�̂�0 = σ√
1

𝑛
+

�̅�2

Sxx
                                                                                                      

σ�̂�1 =
σ

√Sxx
                                                                                                                    

    

 تحلیل واریانس: و تجزیه 8.1

 است که دقت برآورد چه میزان است؟این یکی از پرسشهای مهم در این درس 

 

 

 

 

 

 

 از طرفی داشته باشیم
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𝑦𝑖)∑اگر − �̅�)
 𝑠𝑠𝑇 بنامیم  مجموع مربعات خطای کل    2

�̂�𝑖)∑     اگر − �̅�)
 (؟) چرا𝑠𝑠𝑅بنامیم   مجموع مربعات خطای بیان شده2

𝑒𝑖∑اگر 
 : 𝑠𝑠𝐸بنامیم    مجموع مربعات خطای بیان نشده 2

𝑠𝑠𝑇 = 𝑠𝑠𝑅 + 𝑠𝑠𝐸                                                                                       

                 

 

 ،مارکف  -بنا به قضیه گاوس: 4 تذکر

�̂�1, �̂�0      در بین تمام برآوردگرهای نااریب 𝛽1و𝛽0 که تابعی خطی از𝑦1, … , 𝑦𝑛 نس  هستند دارای کمترین واریا

, �̂�1 می باشند. بنابراین  �̂�0   برای 𝐵𝐿𝑈𝐸 ،   𝛽1 و  𝛽0 .هستند( Best Linear  unbiased Estimator). 

 

, �̂�1: چرا  4 تمرین �̂�0    خطی نامیده می شوند؟ 

σ̂2   یا همانMSE  برآورد نااریبσ2  می باشد چون ...  

 

 

 

 

 ؟ از طرفی

 کم می شود. (n)درجه آزادی است چون دارای دو معادله زیر هستیم که از تعداد  n-2دارای 

 ؟  

 

 از طرفی داریم:

𝑒𝑖 = 𝑦𝑖 − �̂�𝑖  ~  𝑁(𝑜 , σ
2)                                                                                       
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  ؟

 

 

 

 

 

 ؟

 

 

 

 The coefficient of determination     ضریب تعیین   9.1

 نشان می داده و بصورت زیر تعریف می کنیم: 𝑅2 را با که به درصد بیان می شودضریب تعیین   

𝑅2 =
𝑆𝑆𝑅
𝑆𝑆𝑇

 

 

0                                     نشان دهید،: 5 تمرین < 𝑅2 < 1  . 

 

 در نتیجه می توان نوشت:

 تعریف می شود.  n-1یا    n: ضریب همبستگی با  5تذکر  

 همبستگی خطی دقیق )کامل( و مثبت است. R =1اگر 

 همبستگی خطی دقیق)کامل( و منفی است. R∗ = -1 اگر

0  اگر  <  R∗ <  خطی مثبت )ناقص(. همبستگی 1

1−اگر  <  R∗ <  همبستگی خطی منفی ) ناقص(. 0

 .ناهمبسته خطی هستند  x ,yباشد آنگاه  R∗ =0 اگر 

 عکس آن ممکن است درست نباشد. لینا همبسته اند و x ,yمستقل باشند آنگاه  x ,y: اگر 6تذکر
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ها بیان می شود و قابل  𝑥𝑖از تغییرات توسط  )بزرگی( بخش مهمیکه  دهندمی بزرگتر باشد نشان  𝑅2هر چه 

را به وسیله  yمی توان  ،x مقادیر با داشتن مبین این است که ،باشد 1نزدیک به  𝑅2کنترل است. به بیان دیگر اگر 

 .پیش بینی کرد تر بطور دقیق برازش شدهخط رگرسیون 

   

 

𝑆𝑆𝑇 = ∑ (𝑦𝑖 − �̅�)
2𝑛

1                                                               

 

, 𝑸 ن: اگراقضیه کاکر 𝑸𝟏, 𝑸𝟐 سه مجموع مربعات باشند، 

𝑄بطوریکه  = 𝑄1 + 𝑄2،  در این صورت درجه آزادیQ  برابر است با مجموع درجه های آزادی𝑄2 و  𝑄1. 

  

 

 

 

 :( ANOVA)واریانس آنالیزجدول 

 

F MS df SS  منبع تغییرات

 )پراکندگی(

𝑀𝑆𝑅
𝑀𝑆𝐸

 
𝑆𝑆𝑅
1

 
1 𝑆𝑆𝑅 = �̂�1

2
∑(𝑥𝑖 − �̅�)

 پراکندگی بیان شده 2

 𝑆𝑆𝐸
𝑛 − 2

 
n-2 𝑆𝑆𝐸 پراکندگی بیان نشده 

  n-1 𝑆𝑆𝑇 لپراکندگی ک 
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: جدول تجزیه واریانس را برای داده های زیر کامل کنید و بگوئید این رابطه خطی دارای چه دقتی است؟ 8 مثال

(𝑅2) 

 �̅� = 3.71 3        2        1       4      2       6        8 X 

 �̅� = 17   12     12      12    19     15     24     25    Y 

 

𝑆𝑋 = 2.5     ,      𝑆𝑦 = 5.72   ,      𝑆𝑦
2 = 32.67   ,     𝑅2 = 0.87     ,    𝑛 = 7                                

    

 

 

 

 

 

 

 

 :𝑅2جدول تجزیه واریانس با استفاده از 

              ؟ 
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 :و خط رگرسیون را برای داده های زیر محاسبه و رسم کنید 𝑅2جدول آنالیز واریانس،  9 مثال

165    167      160     161     158       172      169     163      167      168 X قد 

59        68       55        65       61        75         71       58         58       66 Y وزن 

 

�̅� = 165    ,     𝑆𝑥
2 =

1

(𝑛−1)
∑(𝑥𝑖 − �̅�)

2 = 19.56                                                                 

   

�̅� = 63.6  ,       𝑆𝑦
2 = 41.82                                                                                              

     

                                                  ؟

                                      

 ؟یعنی این رابطه چندان منطقی به نظر نمی رسد.

              

 

 

 

 جدول آنالیز واریانس:

 ؟

 

 

 

 

 

                                                                                                

 فاصله های اطمینان و آزمون فرض: 10.1
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 می دانیم:

�̂�1~𝑁 (𝛽1 ,    
σ2

𝑆𝑋𝑋
)             ,    𝑆𝑥𝑥 = ∑(𝑥𝑖 − �̅�)

2                                                                 

      

 

 

 از طرفی مستقل از
(𝑛−2)𝑆2

σ2
  ~  𝜒𝑛−2

2  ،می باشد      

 آنگاه:

                        ؟

 

 

 

                                                                   

 

 (Confidence  Interval)خواهد بود. 𝛽1( % برای α-1بنابراین فاصله اطمینان )

[�̂�1 ∓ 
𝑆

√𝑆𝑥𝑥
𝑡
(𝑛−2),1−

𝛼
2
] 

 

 

 

       

 : و خط رگرسیون را برای داده های زیر محاسبه و رسم کنید 𝑅2جدول آنالیز واریانس،  10 مثال

 38  35  80  71  99  69  94  73  86  88  87  77  89  67  65  60  31  36  76 53 X 

  40  33  78  66  96  61 102  70  93  75  82  79  94  66  65  64  34  39  83 Y 
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�̅� = 1374/20    ,     𝑆𝑥
2 =

1

(𝑛−1)
∑(𝑥𝑖 − �̅�)

2 = 429.38                                                        

            

�̅� = 1379/20  ,       𝑆𝑦
2 = 425.63       , 𝑆𝑋,𝑌 =-93363.3              

 

  هاآزمون فرض 11.1

 مقداری داده شده باشد آنگاه: 𝛽10فرض کنید   

{
𝐻0: 𝛽1 = 𝛽10
𝐻1: 𝛽1 ≠ 𝛽10

 

                                                                                                

 : tآماره آزمون    𝐻0در این صورت تحت فرض 

 ؟ 

 

 

|t|  که اگر > 𝑡(𝑛−2),𝛼
2

 می شود. در 𝐻0آنگاه فرض   

 ؟

 

 

 داریم: �̂�0به همین ترتیب برای 

�̂�0~ 𝑁(𝛽0, σ2 (
1

𝑛
+ 
�̅�2

𝑆𝑥𝑥
))    
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و       
(𝑛−2)𝑆2

σ2
 ~  𝜒(𝑛−2)

2
 بنابراین   

 ؟

 

 

 

 

 

 𝐶𝐼1−𝛼(𝛽0):    عبارتست از 𝛽0برای  (α-1)%بنابراین فاصله اطمینان 

[�̂�0 ∓ 𝑡𝛼
2
,   𝑛−2  .    √

1

𝑛
+ 

�̅�2

𝑆𝑥𝑥    

𝑆
] 

 

 

𝛽0آزمون فرض برای  = 𝛽00 : 

 ؟

 

 

 

 عبارت است از: 𝐻0آنگاه آماره آزمون تحت فرض 

 ؟
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∝𝑡اگر
2
,𝑛−2  مقدار آماره در سطحα  باشد آنگاه اگر 

 ؟

 

 

 

 

 

 

 پیرسون ضریب همبستگی خطی 12.1

 نشان  می دهیم و به صورت زیر تعریف می شود.   ρرا با    Y و X همبستگی خطی ضریباین 

 

 

ρ𝑋,𝑌 =
𝑐𝑜𝑣(𝑥, 𝑦)

𝜎𝑥. 𝜎𝑦
 

 

 

 و آنرا به صورت زیر بآورد می کنیم:

 

  ؟

 

 

 

 

−؟ ثابت می شودو براحتی  1 ≤ R∗ ≤ 1  

 تعریف می شود.  n-1یا    n: ضریب همبستگی با  5تذکر
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 همبستگی خطی دقیق )کامل( و مثبت است. r =1اگر 

 همبستگی خطی دقیق)کامل( و منفی است. r = -1اگر

0  اگر  < 𝑟 <  همبستگی خطی مثبت )ناقص(. 1

1−اگر  < 𝑟 <  همبستگی خطی منفی ) ناقص(. 0

 .دخطی هستنناهمبسته   x ,yباشد آنگاه  r =0اگر 

 در توزیع نرمال؟ عکس آن ممکن است درست نباشد. لینا همبسته اند و x ,yمستقل باشند آنگاه  x ,y: اگر 6تذکر

 

𝑎)  𝑅2ثابت کنید                                                     :6تمرین = 𝑟2 

            𝑏)  𝑟𝑒,𝑥 = 0                                                                

                                         𝑐)  𝑟𝑒,𝑦 = √1 − 𝑅𝑥,𝑦2 

𝑋اگر  نشان دهید،  -7 تمرین → 𝑎𝑥 + 𝑏   و𝑦 → 𝑐𝑦 + 𝑑 ضریب همبستگی تغییر نمی کند. ،تبدیل کنیم 

 

 

 (R*ضریب همبستگی ) توزیع  13.1

 را به صورت زیر بدست آورد: R*فیشر آماردان مشهور انگلیسی توزیع تقریبی  

𝑊 =
1

2
ln (

1 + R

1 − R
) = 𝑡𝑎𝑛ℎ−1(R) 

 

 

 

    تقریبا دارای توزیع نرمال با W , (n>25)وی نشان داد برای 

𝜇𝑊 = 𝐸(𝑊) ≜
1

2
ln (

1 + 𝜌

1 − 𝜌
) = 𝑡𝑎𝑛ℎ−1(𝜌) 

  و 

𝜎2𝑊 = 𝑉𝑎𝑟(𝑊) ≜
1

𝑛−3
 است، در نتیجه داریم:  
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𝑊 − 𝜇𝑊
𝜎𝑊

 ⩯ 𝑁(0.1) 

 

 

 

 :𝜌برای  و فاصله اطمینان آزمون معنی داری ضریب همبستگی  14.1

 

{
𝐻0: 𝜌 =  𝜌0
𝐻1: 𝜌 ≠ 𝜌0

 

    راگ

|𝑧| > 𝑧1−∝
2
⇒ 𝑅𝐻𝑜 

 آزمونهای زیر را انجام دهید:  r=0.5( داریم X, Yتایی از ) 103: برای یک نمونه تصادفی 11مثال 

1- {
𝐻0: 𝜌 =  0.6
𝐻1: 𝜌 ≠ 0.6

 

2- {
𝐻0: 𝜌 =  0.8
𝐻1: 𝜌 ≠ 0.8

 

3- {
𝐻0: 𝜌 =  0.6
𝐻1: 𝜌 ≥ 0.6

 

4- {
𝐻0: 𝜌 =  0.6
𝐻1: 𝜌 ≤ 0.4

 

 

 :1 حل
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 : �̂�معیار  انحراف 15.1

�̂� داریم:  اولاً  = �̂�0 + �̂�1𝑥 = �̅� + �̂�1(𝑥 − �̅�) 

,  �̂�1اولاً ثابت می کنیم که  𝑉(�̂�)برای بدست آوردن  �̅�  ناهمبسته هستند. بدین منظور فرض کنید𝑐𝑖و 𝑎𝑖  مقادیر

 و  باشندثابتی 

 ؟

 

 

 

 

 ؟

,𝑦𝑖با توجه به اینکه  𝑦𝑗   داریم: ،ها ناهمبسته اند 

 ؟

 ؟

 

 

 

 

 

 

 ؟

 :عبارت است از �̂�𝒊خطای معیار برآورد شده 
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                                 ؟

 

                                                                     

دور  �̅�م می شود به عبارت دیگر هر چه از ومی نیم �̅�در نقطه   �̂�𝑖همانطور که ملاحظه می شود انحراف معیار 

 می شویم پیش بینی ها بدتر میشوند. در نتیجه داریم:

 ؟

 

 

 

و 
(𝑛−2)𝑆2

𝛿2
 ~ 𝜒𝑛−2

 داریم: و می باشند 𝑍𝑘مستقل از    2

                                          ؟

 

 

 

                                                

𝐸(𝑦|𝑥برای  (α-1)%لذا می توان فاصله اطمینان  = 𝑥𝑘) :را بدست آورد 

 ؟

 

 

 صله اطمینان را می توان چنین تعبیر کرد:این فا

 در xیکسان تکرار شود و یک مقدار ثابت برای ها بارها ) به تعداد زیاد( و به حجم نمونه  �̂�𝑖اگر نمونه گیری از  

×(α-1)%مورد استفاده قرار گیرد. آنگاه  yنظر گرفته شود و خط برازش شده برای تعیین  تمام فاصله های  100

𝐸(𝑦|𝑥اطمینانی که برای  = 𝑥𝑘) در برگیرنده مقدار واقعی میانگین  بدست خواهند آمدy ها در ازای 𝑥 = 𝑥𝑘 

 است.
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:𝐻0بدست آورده و فرض  𝛽1درصد برای  95یک فاصله اطمینان  3 صفحه 3مثال . در11 مثال 𝛽1 = در را  0

:𝐻0مقابل  𝛽1 ≠ =∝ و آزمون کنید   0 0.05. 

𝑆𝛽1̂ =
𝑆

√𝑆𝑥𝑥
=  ؟

 

𝐶𝐼0.95 (𝛽1) =                                                                           ؟

𝐶𝐼0.95 (𝛽1)؟                                                 

 

                                     

} :                                                        آزمون فرض
𝐻0: 𝛽1 = 0
𝐻1: 𝛽1 ≠ 0

 

 ؟

 

 

 

 از طرفی می توان این نتیجه را از فاصله اطمینان فوق گرفت؟

 

:𝐻0فرض  در مثال قبل، .12 مثال 𝛽0 =   :آزمون کنید را   13

𝑆�̂�0 = 𝑆√
1

𝑛
+

�̅�2

𝑆𝑥𝑥
=                             ؟

                     

 

𝐶𝐼0.95(𝛽0) = 𝑡0.25,23                  , ؟ = 2.0690                                                              

𝐶𝐼0.95(𝛽0)=( ?)                                                                                                              

  

 .را رد نمی کنیم 𝐻0یا فرض 
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𝑡0از طرفی  =
�̂�0−𝛽00

𝑆�̂�0
 عبارتست از:مشاهده شده  

  𝑡0 =
13.6230−13

0.5816
= |𝑡0|چون     1.0716 < 𝑡1−𝛼

2
 وجود ندارد. 𝐻0فرض  ردپس دلیلی بر    

 

𝐸(𝑦برای   (.)𝐶𝐼0.95  3با مراجعه به مثال . 13مثال  𝑥⁄ =  ؟حساب کنید (28.6

 

 : �̂�𝒊معیار  انحراف 15.1

�̂� داریم:  اولاً  = �̂�0 + �̂�1𝑥 = �̅� + �̂�1(𝑥 − �̅�) 

,  �̂�1اولاً ثابت می کنیم که  𝑉(�̂�𝒊)برای بدست آوردن  �̅�  ناهمبسته هستند. بدین منظور فرض کنید𝑐𝑖و 𝑎𝑖  مقادیر

 و  باشندثابتی 

U=𝑎1𝑦1 +⋯+ 𝑎𝑛𝑦𝑛 

W=𝑐1𝑦1 +⋯+ 𝑐𝑛𝑦𝑛 

Cov (U,W)=cov (∑𝑎𝑖𝑦𝑖 , ∑ 𝑐𝑖𝑦𝑖) = ∑𝑎𝑖𝑐𝑖𝑣(𝑦𝑖) + ∑ 𝑎𝑖𝑐𝑗  𝑐𝑜𝑣(𝑦𝑖, 𝑦𝑗)𝑖≠𝑗 

,𝑦𝑖با توجه به اینکه  𝑦𝑗   داریم: ،ها ناهمبسته اند 

 

= σ2(
1

𝑛
+
(𝑥𝑖−�̅�)

2

𝑆𝑥𝑥
)   

 :عبارت است از �̂�𝒊خطای معیار برآورد شده 

𝑆�̂�𝑖 = 𝑆 ∗ ( 
1

𝑛
+
(𝑥𝑖−�̅�)

2

𝑆𝑥𝑥
)0.5                                                                                               
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دور  �̅�می نیمم می شود به عبارت دیگر هر چه از  �̅�در نقطه   �̂�𝑖همانطور که ملاحظه می شود انحراف معیار 

 می شویم پیش بینی ها بدتر میشوند. در نتیجه داریم:

     

 

 

 

 

 

 

 

𝐸(𝑦|𝑥برای  (α-1)100%لذا می توان فاصله اطمینان  = 𝑥𝑖) را بدست آورد: 

𝐶𝐼(𝐸(𝑦|𝑥 = 𝑥𝑖)) = [�̂�𝑖 ∓ 𝑡∝
2
,(𝑛−2) ∗   √

1

𝑛
+
(𝑥𝑖−�̅�)

2

𝑆𝑥𝑥

𝑆
] 

 

Example: 

x<-runif(50,5,26) 

y<-x+rnorm(50,0,6) 

f<-lm(y~x) 

install(visreg) 

visreg(f,col="green",main="Confidence Interval For Y|x",xlab="Independent Var", 

ylab="Respons Var") 

points(mean(x),mean(y), pch=16, col="blue", cex=2) 
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 این فاصله اطمینان را می توان چنین تعبیر کرد:

 در xیکسان تکرار شود و یک مقدار ثابت برای ها بارها ) به تعداد زیاد( و به حجم نمونه  �̂�𝑖اگر نمونه گیری از  

×(α-1)%آنگاه  ،مورد استفاده قرار گیرد yنظر گرفته شود و خط برازش شده برای تعیین  تمام فاصله های  100

𝐸(𝑦|𝑥اطمینانی که برای  = 𝑥𝑖) در برگیرنده مقدار واقعی میانگین  بدست خواهند آمدy ها در ازای 𝑥 = 𝑥𝑖 

 است.

:𝐻0بدست آورده و فرض  𝛽1درصد برای  95یک فاصله اطمینان  3 صفحه 3. در مثال11 مثال 𝛽1 = در را  0

:𝐻0مقابل  𝛽1 ≠ =∝ و آزمون کنید   0 0.05. 
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} :                                                        آزمون فرض
𝐻0: 𝛽1 = 0
𝐻1: 𝛽1 ≠ 0

 

 

 

 

 می توان این نتیجه را از فاصله اطمینان فوق گرفت؟ آیا

 

:𝐻0فرض  در مثال قبل، .12 مثال 𝛽0 =   :آزمون کنید را   13

𝑆�̂�0 = 𝑆√
1

𝑛
+

�̅�2

𝑆𝑥𝑥
= √0.7926(

1

25
+

(56.6)2

7154.42
) = 0.5816                                                

 

 

 

                                                          

𝐶𝐼0.95(𝛽0)=( 12.4197 , 14.8263)                                                                                   
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𝐸(𝑦برای   (.)𝐶𝐼0.95  ،3با مراجعه به مثال . 13مثال  𝑥⁄ =  حساب کنید. (28.6

Temperature: 100, 110,120,130,140,150,160,170,180,190 

Performances: 45    51   54   61  66  70   74   78    85    89 

 

 

 :پیش بینی یک مشاهده جدید 16.1

این بخش بسیار مهم می باشد. یعنی می  است،   forecasting بینی پیش که یکی از اهداف رگرسیون از آنجائی

نقطه  𝑥𝑘ها برآورد کنیم. بدین منظور فرض می کنیم که (𝑥𝑖)را در نقطه ای غیر از داده های موجود   y خواهیم 

می نامیم و فرض می کنیم که مدل رگرسیون  yیا  𝑦𝑛𝑒𝑤ای جدید و غیر از مشاهدات باشد و متغیر پاسخ جدید را 

�̂�𝑛𝑒𝑤  مورد نظر برای مشاهده جدید مناسب است. آنگاه = �̂�𝑘 = �̂�0 + �̂�1𝑥𝑘      برآورد نقطه ایy  خواهد

می   𝜎2خواهد بود و دارای توزیع نرمال با واریانس  �̂�𝑘ها و  𝑦𝑖)متغیر تصادفی( مستقل از  yبود. در ضمن 

 باشد.

𝑦|𝑥ید ریاضی متغیر پاسخ مبرای ا (α-1)100%فاصله اطمینان  ای بدست آوردنرببنابراین  = 𝑥𝑘 :داریم 

 

𝑦~𝑁(𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑘, 𝛿
2)  

 و   
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 خواهد بود: yبرای  درصد100  (α-1)بنابراین فاصله اطمینان 

𝐶𝐼1−∝(𝑦) = [�̂�𝑘 ∓ 𝑡∝
2
, (𝑛 − 2)√1 + 1

𝑛
+
(𝑥𝑘−�̅�)

2

𝑆𝑥𝑥

𝑆
]                                           

                 

 

مشاهده جدید را برای یک سطح داده شده ای از متغیر تصادفی پیش بینی کنیم و  mکه میانگین  اگر مایل باشیم

 :نشان دهیم آنگاه  �̅�𝑘 (𝑛𝑒𝑤)مشاهده جدید را با  mمیانگین مقادیر 

�̅�𝑘 (𝑛𝑒𝑤) ~  𝑁(𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑘    , 𝑉(�̅�𝑘 (𝑛𝑒𝑤)))                                                           

�̅�𝑘  ~ 𝑁(𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑘   ,   𝑉(�̅�𝑘 ))                        

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑍 =
𝑤𝑚

√𝑉(𝑤𝑚)
 ~ 𝑁(0,1)                                                                                               

𝜒   و چون مستقل از متغیر تصادفی =
(𝑛−2)𝑆2

𝛿2
~ 𝜒(𝑛−2)

2  :داریم ،می باشد   

 

      

 

 

 عبارتست از: y̅k (new)درصد برای  (α-1)بنابراین فاصله اطمینان 
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𝐶1−∝𝐼(�̅�𝑘 (𝑛𝑒𝑤)) = [�̂�𝑘 ∓ 𝑡∝
2 
,(𝑛−2) 𝑆√

1
𝑚
+1
𝑛
+
(𝑥𝑘−�̅�)

2

𝑆𝑥𝑥

 
]                                                          

 

 ارزیابی کیفیت مدل رگرسیون:  16.1

 مقدمه: 

a) فرض کنید  {
𝐻0: 𝛽1 = 0
𝐻1: 𝛽1 ≠ 0

ها ندارد. و 𝑦𝑖ها اثری روی 𝑥𝑖پذیرفته شود یعنی اینکه متغیر 𝐻0 اگر فرض  

 شود یعنی اینکه مدل مورد نظر معنی دار است. در 𝐻0اگر 

 

b) )ارزیابی شرایط در نظر گرفته شده در مدل رگرسیون: ) شرایط ایده آل 

 شرایط عبارتند از:

𝐻1:      𝐸(𝜀𝑖) ))نشان دهنده خطی بودن مدل = 0                                  

                    𝐻2:       𝑣(𝜀𝑖) = 𝜎2                                        )واریانس ثابت است ( 

                    𝐻3:      𝑐𝑜𝑣(𝜀𝑖, 𝜀𝑗) = 0     , 𝑖 ≠ 𝑗                             ناهمبسته بودن خطاها  

                    𝐻4:      𝜀𝑖 ~ 𝑁(0, 𝜎
شندبا                                         (2  توزیع خطاها نرمال  

 

اگر تمام شرایط فوق برقرار نباشند آنگاه مدل خطی ساده فوق مناسب نخواهد بود و به عنوان مثال می بایست از 

 تبدیل داده ها استفاده کرد یا مدل غیر خطی دیگری بر آن برازش داد.

 

 باقیمانده ها: اعوان  17.1

روی باقی مانده ها ) خطاها( بنا شده اند  ،روی مدل خطی رگرسیونهمانطور که ملاحظه کردید شرایط فرض شده 

باقی  𝜀�̂�ها یعنی  𝜀𝑖گرهای د و در نتیجه خطاها و بررسی آنها از اهمیت خاصی برخوردار هستند. در اینجا برآور

 مانده ها نامیده می شوند.

 دو نوع باقی مانده قابل تشخیص هستند:

 باقی مانده های عادی)برآورد(  .1

   (studentized residuals) نت شدهودباقی مانده های  است)برآورد(  .2

 

𝜀�̂�عبارتند از:               باقی مانده های عادی 1.17.1  = 𝑦𝑖 − �̂�𝑖  :و داریم 
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 :نامیده می شوند 𝒓𝒊نت شده که دباقی مانده های استو 2.17.1

𝑟𝑖 ی یا واریانس غیرثابت  باقی مانده ها یاین روش برای بررسی نا هم واریانس =
�̂�𝑖

√1−ℎ𝑖𝑖
𝑆   

 ناهمگن(    heterogeneous بکار می رود. )

,𝑟𝑖 ~ 𝑁(0که 
𝜎2

𝑠2
⁄  .می باشندها دارای توزیع نرمال تعدیل شده  𝑟𝑖پیروی می کند. یعنی   (

 

 خطی بودن بررسی  .18.1

 موجود است که خطی بودن یا نبودن مدل را بررسی می کند. یمعیار  نمودار 3 ،برای سنجش این موضوع

1. 𝑆𝑐𝑎𝑡𝑡𝑒𝑟 𝑝𝑙𝑜𝑡  نمودار پراکنش داده ها(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) .اطراف یک خط پراکنده شده باشند 

 .پراکنده شده باشند oها حول محور 𝑥𝑖ها برحسب  𝜀�̂�نمودار پراکنش  .2

 .و بدون روند پراکنده شده باشند oها حول 𝑦𝑖ها برحسب 𝑟𝑖ها یا  𝜀�̂�نمودار پراکنش  .3

 لازم است. 3و1یا  2و1برای بررسی خطی بودن مدل رگرسیون بررسی 

 چنانچه خطی بودن مدل تأئید نشود آنگاه باید روش تبدیل داه ها را مورد بررسی قرار گیرد.

 

 

 

 ها استفاده کرد. 𝑦𝑖 میتوان از رگرسیون موزون یا تبدیل (ها𝑟𝑖 )برای حذف واریانس غیر همگن تذکر: 

 

 (homogeneity) بررسی همگن بودن واریانس  19.1

 ها کم یا زیاد می شوند(𝑦𝑖برحسب  واریانسهمگن بودن واریانس باقیمانده ها را بررسی می کنیم. )نا در این بخش 
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بودن یا نبودن واریانس ها علاوه بر اینکه خطی بودن مدل را نشان می داد همگن 𝑟𝑖نت شده دنمودار باقیمانده استو

3−ها( داریم: 𝑟𝑖را نیز نشان میدهد. در حالت نرمال ) ثابت بودن واریانس  (ها𝑟𝑖 )باقیمانده ها ≤ 𝑟𝑖 ≤ اگر  3

|𝑟𝑖|  خارج از این فاصله باشند نشان دهنده غیرنرمال بودن داده ها یا داده های پرتextreme  values) (  می

 باشند.

 

 داده ها و نرمال بودن  استقلالبررسی  20.1

مان باشند )سری زمانی( میتوان زآزمون کردن استقلال داده ها مشکل است. اگر داده ها تابعی از  یکلحالت در 

رسم کرد. اگر این نمودار )پراکنش  ،تابعی از اندیس داده هاستکه بصورت نمودار داده ها ) پراکنش داده ها( را 

داده ها( هیچ رابطه ای را نشان ندهد آنگاه فرض می شود که استقلال داده ها محفوظ است. در غیر این صورت 

 یا هم بستگی های دیگری بین داده ها موجود باشند. Auto  correlation)) همبسته باشند ممکن است داده ها خود

 

 

  آزمون تصادفی بودن یک دنباله از داده ها:  1.20.1

باشد. اعضاء این دنباله را با  موجود n, … , x1x، فرض کنید دنباله  ( Wolfwitz -Waldولفویتز ) -آزمون والد

تعداد تغییرات مثبت و منفی  Rو تعداد منفی ها  2nتعداد مثبت ها  و  1nمیانه )میانگین( مقایسه می کنیم که در آن  

 آنگاه:   n1n ,2 10<د. اگر  باشن

𝑍 =
𝑅 − 𝜇

𝜎
 ⩪ 𝑁(0, 1);     𝜇 =

2𝑛1𝑛2
𝑛1+𝑛2

+ 1, 𝜎2 =
2𝑛1𝑛2(2𝑛1𝑛2 − 𝑛)

𝑛2(𝑛 − 1)
 

 یا 
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𝜎2 =
(𝜇 − 1)(𝜇 − 2)

(𝑛 − 1)
 

 می توان اصلاح پیوستگی را به صورت زیر انجام داد:

𝑍 =
𝑅 − 𝜇 ± 0.5

𝜎
 

 را رد می کنیم.  independent0H :،  آنگاه فرض  α/2)-(1ZΙ>oZ Ιبنابراین اگر   

 باشد، بدین منظور از جدول مربوطه استفاده می کنیم.  n1n >2 10>: اگر 8تذکر

 مثال:

19 20  5  4  2 18  9 25 13 15 24 22 17  8 16 11 21 12  7  6  3 10 23  1  14 

N1=14, n2=11, R=13, mean=13.32, var=2.6488, Zo=-0. 1966   so the sequence is 

independent 

 

 داده ها: بودن نرمال بررسی   2.21.1

 .(مقایسه نمودارینیست )  criticalاین معیار سنجش خیلی حساس

اریب  شده مشاهده (در سطح معنی داری)با این حال اگر داده ها نرمال نباشند تمام فاصله های اطمینان و آزمونها 

 مربوطه استفاده می کنیم: یو آزمون ها بدین منظور از روش نمودار فراوانی داده ها  هستند.

 نمودار فراوانی داده ها ) باقیمانده ها(. .1

 (Stem- leaf )برگ  –نمودار شاخه  .2

 (Box- plotنمودار جعبه ای   ) .3

4. QQ_Plot  

 line- Henry      خط راست هنری .5

 (  Shapiro- Wilk testویلک ) -آزمون شپیرو .6

         ( Kolmogrov – Smirnov Testاسمیرنو ) –آزمون کلموگرو  .7

ها 𝑟𝑖مزیت این روش این است که حتی اگر ، ها(𝑟𝑖) اند بنا شده studentizedاین آزمونها بر روی باقیمانده های 

 ته )همبسته( باشند واریانس ارائه شده ثابت خواهد بود.سواب
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 باقیمانده ها(.نمودار فراوانی داده ها )  .1

 

 

 

  Stem and leaf plotنمودار شاخه و برگ  .2

 

1,21,31,45,4,19,17,25,36,19,26,27,3,7 

 

 (stemشاخه) (leafبرگ )            

1           4 

7           9           9 

1             5          6          7 

1              6           7 

5 

0 

1 

2 

3 

4 

 

 مشخص می شوند.  ) values )  extremeاین فرم داده های پرتدر 
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 برای باقیمانده ها moustachنمودار  .3

 

 

 

4. QQ- plot  

 (QQ- plot .)ها ساخته می شوند 𝑧𝑖این نمودارها بر روی 

 

 : Henryبرای خط  .5

(a) .باقیمانده ها را مرتب می کنیم 

(b)  نرمالامید ریاضی آماره ترتیبی (𝑧(𝑖)) :را با فرمول زیر بدست می آوریم 

𝑢(𝑖) = 𝐸(𝑧(𝑖)) = ∫  −∞
∞

𝑧 𝑛(𝑛−1
𝑖−1
)𝜙𝑖−1(𝑧)𝜑(𝑧)𝑑𝑧                                  

 

𝜑(𝑧)بطوریکه  =
1

√2𝜋
𝑒𝑥𝑝 (− 𝑧

2

2⁄ ) , 𝜙(𝑧) = ∫  −∞
𝑧 𝛷(𝑡)𝑑𝑡                            

𝐸(𝑧(𝑖))میتوان    ،بزرگ باشد به اندازه کافی nچنانچه  = 𝜙−1( 
𝑖−3
8

𝑛−1
4

 بدست آورد. (  

(c)  نمودار𝑟(𝑖) ها را برحسب𝑢(𝑖).اگر باقیمانده ها  ها رسم می کنیم𝑟𝑖) ها( نرمال باشند آنگاه

 𝑟(𝑖).باید روی خط راست قرار گیرند 
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تشکیل دهند آنگاه باقیمانده ها متقارن (   concave)یا مقعر  ) (convexها یک منحنی محدب 𝑟(𝑖)اما اگر 

 نیستند.

 

 

 :Shapiro-Wilkآزمون  .6

 خیلی آسان نیست.  هاییر یا نتیجه گیری از روی نمودارهمانطور که ملاحظه می شود تغ

را  Kolmogorov-Smironov و Shapiro-Wilkهای عددی برای تشخیص نرمال بودن باقیمانده ها، آزمون 

 ارائه می کنیم:

 :عبارت است از  swآماره آزمون 

𝑤 =
(∑ 𝑎𝑖𝑟𝑖

𝑛
𝑖=1 )2

∑ (𝑟𝑖−�̅�)
2𝑛

1
                                       

           

= 𝑎𝑖                                       بطوریکه
�̅�𝑇𝑣−1

√�̅�𝑇𝑣−1�̅�
 

𝑧̅و                                       = (𝐸(𝑧(1)), … , 𝐸(𝑧(𝑛))) 

 ها می باشد. 𝑧(𝑖)کواریانس  -ماتریس واریانس Vو 

, 𝑢(𝑖)تقریباً معادل ضریب تعیین بین متغیرهای  W آماره  𝑟(𝑖) .می باشد 

آنگاه  ،باشد  1نزدیک  W به هم مربوط هستند بطوریکه اگر مقدار Henryو خط راست  Wو نیز آماره 

این است که به ما اجازه  sw. مزیت آزمون روی خط می باشند که داده هاست دهنده این ننشا Henryنمودار خط 

:𝐻𝑜 اولیه که یک آزمون تحت فرض می دهد 𝑤 =  انجام دهیم. نرم افزارهای آماری یک سطح معنی داری 1

 p-value   می دهند.ارائه برای این آزمون 
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چیزی به ما (  extrems Values) پرت در مورد نامتقارن بودن یا مقادیر swبا وجود این آزمون 

 .نخواهد گفت ) برخلاف روشهای گرافیکی(

 

 ks: Kolmogorov – smirnovآزمون  .7

( پیروی می F) هرچه باشد Fاجازه می دهد که یک نمونه داده شده را که از توزیع  k.sدر حالت کلی این آزمون 

:𝐻𝑜 کند بررسی می کنیم. فرض کنید تحت فرض 𝐹 = 𝐹𝑜 

,𝐹0بر اساس فاصله بین  k.sاین آزمون  𝐹  بنا شده است اگر𝐹𝑛  تابع توزیع تجربی ازF  که بطوری باشد 

𝐹𝑛(𝑥) =
1

𝑛
∑𝐼(𝑥𝑖 ≤ 𝑥)

𝑛

𝑖=1

 ,   𝑥 ∈ 𝐼𝑅 

𝑛وقتی         → ∞ ⇒ 𝐹𝑛(𝑥) → 𝐹0(𝑥) 

𝐻0  در بحث رگرسیون فرض بر این است که نمونه مورد نظر از توزیع نرمال پیروی کند = 𝐹0(نرمال) 

 آماره آزمون عبارت است از: و توزیع نرمال باشد 𝐹0یعنی فرض می شود که  ،

𝐷𝑛 = 𝑠𝑢𝑝𝑥|𝐹𝑛(𝑥) − 𝐹0(𝑥)| 

نزدیک صفر خواهد بود. در این مورد نیز نرم افزارهای آماری یک سطح معنی  𝐷𝑛 ،  𝐻0بنابراین تحت فرض 

 از توان کمتری  swنسبت به ا ممی دهند. اگر چه این آزمون زیاد استفاده می شود ا ksبرای  p-valueداری 

 داده می شود. ترجیح swبهره مند است و به جای آن آزمون 

 

 

 : تبدیل داده ها    22.1

مناسب نباشد ممکن است تبدیل داده ها  ،در حالتی که شرایط چهارگانه رگرسیون نقض شود یعنی رگرسیون خطی 

موجود است که تبدیل داده ها را برای  (.)𝑔راهی مناسب برای استفاده از رگرسیون خطی باشد. اغلب یک تابع مثل 

 نرمال بودن بکار رود. عدم یا واریانس یناهمگن ،حل مسئله غیرخطی

رط روش برای انتخاب روش تبدیل استفاده می شود. اولین روش وقتی استفاده می شود که ش 3  ،در این بخش

یک تقریب از واریانس متغیر تبدیل یافته می باقیمانده ها نقض شود، که در اینصورت شامل یافتن  واریانس یهمگن

 باشد.
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برای رفع مشکل غیرخطی بودن  Mosteller - Tukey   و            Box-Coxروش یعنی گر دو روش دی

 نرمال استفاده می شود.عدم این روش برای حل مشکل و نیز استفاده می شود.  

 

 :واریانس تقریبی متغیر تصادفی تبدیل یافته  1.22.1

عودی یا نزولی و... باشد، در این حالت ) صنشان دهنده تغییرات  �̂�مادامیکه نمودار پراکنش باقیمانده ها بر حسب 

 پیدا کرد. yمناسب از  ینامتجانس بودن واریانس( برای همگن کردن واریانس باقیمانده ها  باید تبدیل

 حال واریانس تقریبی متغیر تبدیل را با استفاده از سری تیلر) مرتبه اول( بدست می آوریم.

 

 

𝑔(𝑦) = 𝑔(𝑎) + 𝑔΄(𝑎)(𝑥 − 𝑎) + ⋯+ 𝑔(𝑛)(𝑎) (𝑥 − 𝑎)𝑛 𝑛𝑖⁄ +⋯                           

 بنابراین:

𝑉𝑎𝑟(𝑔(𝑦)) ≈ {𝑔΄(𝐸(𝑦))}
2
𝑉𝑎𝑟(𝑦)                                                      

𝜎𝑦 در آن  متغیر تصادفی باشد که yبه عنوان مثال اگر  = 𝜇
1
 داریم:،  2

𝑉(𝑔(𝑦)) ≈?                

                                        

𝑔(𝑦)اگر  = √𝑦  آنگاه𝑔΄(μ) =
1

2√𝜇
 

 .ملاحظه کنید در جدول زیر گرد آورده ایم که  مثبت باشد آنگاه تبدیلات رایج را yچنانچه متغیر تصادفی 

 

 

 

 

 

 برای حل نامتناجنس بودن واریانس  1.6.2 جدول 

 تبدیل position موقعیت
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 poissonداده هایی از نوع 

𝑣(𝜀𝑖) ∝ 𝐸(𝑦𝑖) 

√𝑦 

 خیلی مؤثر است.، بزرگ و گسترده باشند  yوقتی که 

𝑣(𝜀𝑖) ∝ (𝐸(𝑦𝑖))
2 

log(𝑦) 

𝑣(𝜀𝑖) ∝ [𝐸(𝑦𝑖)]
4 1

𝑦
 

𝑦 ∈ [0,1], 𝑣(𝜀𝑖) ∝ 𝐸(𝑦𝑖)(1 − 𝐸(𝑦𝑖)) 

𝑦~𝐵𝑒𝑛𝑢𝑙𝑙𝑖 

𝑎𝑟𝑐sin (√𝑦) 

 

 Mosteller  and  Tukeyروش      2.22.1

,𝑥𝑖)ج ازوااولین گام این است که بسادگی نمودار پراکنش  ،مناسب (.)𝑔پس از بدست آوردن تابع  𝑔(𝑦𝑖))  را برای

( رسم کنیم تا اینکه بهترین نمودار خطی ممکن را پیدا کنیم. در واقع روشهای  تابع )چندین (.)𝑔توابعی 

Mosteller   وTukey  روشهای گرافیکی هستند که به سادگی نشان می دهند کدام تابع𝑔(.) .مناسب است 

  Box – Coxروش   3.21.1

ا گسترش مدل یثبت شد. که شامل بسط  1964در سال   David coxو  George Boxایده این روش توسط 

 می باشد. 𝜆رگرسیون با معرفی یک پارامتر اضافه )کمکی( مثل 

𝑔(𝑦𝑖, 𝜆) = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖 + 𝜀𝑖                                                        

 به صورت زیر تعیین می شود. 𝑔(0)پارامتر ناشناخته می باشد و  𝜆که در آن 

𝑔(𝑦, 𝜆) = {  
𝑦𝜆 − 1

𝜆
       ,     𝜆 ≠ 0                                          

log(𝑦)     , 𝜆 = 0                                      

 

 

 و          

 

,  𝜆 به روش درستنمایی ماگزیمم پارامترهای  ،حال با فرض نرمال بودن باقیمانده های جدید 𝜎2, 𝛽1 , 𝛽0  را

 :برآورد می کنیم. بنابراین فرض می شود که 
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𝑤𝑖(𝜆) = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖 + 𝜀𝑖   ;      𝑤𝑖 ~ 𝑁(𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖. 𝜎
2)          

                                 

 

 

 

 :14مثال 

 

X: 26.3 26.6 24.1 27.9 24.1 26.8 24.1 23.1 26.9 25.7 26.7 25.6 27.5 27.0 23.4 

Y: 26.1 25.8 23.3 27.1 23.7 27.2 24.6 23.4 27.1 26.7 27.2 25.6 28.6 28.2 23.2 

X: 27.6 22.9 20.5 28.7 29.7 

Y: 25.9 23.3 20.8 30.2 30.3 

Sum(x)=515.05  , Sum(y)=520.51 ,sum(xy)= 13513.51, n=20, sd(x)=2.27, 

sd(y)=2.72,  

 

 :قبل از تبدیلمدل رگرسیون برازش شده  -1

�̂� =  −0.77 +  1.036𝑥 

 Boxcox(y~x)با دستور  
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 مدل رگرسیون برازش شده بعد از تبدیل:

�̂�1 =   0.081 − 0.0017𝑥 

 Boxcox(𝑌1~x)با دستور 
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 :پیش بینی تحت تبدیل   23.1

 :در حالت کلی تساوی زیر برقرار نیستمطمئن بود و از طرفی می دانیم  yمتغیر تصادفی کاربرد باید از 

𝐸(𝑔(𝑦)) ≠ 𝑔(𝐸(𝑦))                                                            

اولیه( بکار ببریم. اما  -) بدون تبدیل yو این درست نیست که به سادگی تبدیل معکوس را برای پیش بینی روی 

 است داریم: )صعودی( تابع یکنوا  (.)𝑔زمانی که 

𝑝(𝑎 ≤ 𝑔(𝑦) ≤ 𝑏) = 𝑝( 𝑔−1(𝑎) ≤ 𝑦 ≤ 𝑔−1(𝑏))                                                  

 

 اگر :15 مثال

𝑔(𝑦𝑖) = 𝑦
∗
𝑖
= 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖 + 𝜀𝑖      ⇒   𝑔(𝑦) = √𝑦   ⇒ 𝑦 = 𝑦∗2                                 

 آنگاه:

𝐶. 𝐼(�̂�∗
𝑘
) = (𝑎 , 𝑏) ⇒ 𝐶. 𝐼 (�̂�𝑘) = (𝑎2, 𝑏2)                                              

   concentrationم غلظت  وشرط( روی رگرسیون ماگزیم 4بررسی شرایط ) –: برآورد پارامترها 16مثال 

 Ozone𝑂3: 𝜇𝑔|𝑚𝑙ازن   
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𝑚𝑎𝑥𝑂3 و داده ها       𝑇12بر حسب درجه حرارت  = 𝛽0 + 𝛽1𝑇12 + 4 

,𝑇12خطی بودن رابطه بین  -1 𝑂3. 

 متجانس بودن ) همگن بودن( واریانس. -2

 استقلال )باقیمانده ها( -3

 ده هانرمال بودن باقیمان -4

 ست( پس باید نرمال بودن باقیمانده ها حفظ شود.ااز آنجائیکه هدف از رگرسیون برآورد ) پیش بینی 

 

𝑅𝑒𝑔توان فایل  میمدل : برای آزمون کامل یک 17 مثال − 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑒 .را انجام داد 

MASS 

Install(leaps) 

library(leaps) 

 

 

 

 

 : فرض کنید نمونه های8 تمرین

{
�̅�,    𝑠𝑥

2

�̅�,    𝑠𝑦
,𝑥1) بطوری   که   2 𝑦1, … , (𝑥𝑚, 𝑦𝑚)                                                                           

        

{
�̅�΄,     𝑠

𝑥΄
2

�̅�΄,     𝑠
𝑦΄
2     ,   (𝑥1

΄  , 𝑦1
΄ ), … , (𝑥𝑛

΄ , 𝑦𝑛
΄ )                                                                    

 تلفیق شده داده های رگرسیونی باشند. با فرض رگرسیون خطی ساده ، پارامترها ی رگرسیون خطی ساده  دو نمونه

 را بدست آورید.

�̅�˶ =
𝑚�̅� + 𝑛�̅�΄

𝑚 + 𝑛
      ∶  میانگین دو نمونه تلفیق شده  

�̅�˶ =
𝑚�̅� + 𝑛�̅�΄

𝑚 + 𝑛
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𝑠3
2 = واریانس تلفیق شده  = 1

𝑛
[𝑚𝑠𝑥

2 × +𝑛𝑠
𝑥΄
2 +𝑚�̅�2 + 𝑛�̅�΄

2
] − [(𝑚�̅� + 𝑛�̅�΄)/𝑁]

2
               

 

 تلفیق شده : کواریانس دو نمونه

𝑆𝑥𝑦 =
1

𝑁
∑𝑥𝑖𝑦𝑖 − �̅��̅�                                                                                               

=
1

𝑁
{[(𝑚 𝑆𝑥𝑦 +𝑚�̅��̅� ) + (𝑛 𝑆𝑥΄ 𝑦΄  + 𝑛�̅�΄ �̅�΄ )] − (𝑚�̅� + 𝑛�̅�΄ ) × (𝑚�̅� + 𝑛�̅�

΄)}                    

       ;  𝑁 = 𝑚 + 𝑛                                                                                                            
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 یط:  مدلهای غیر خدوم فصل 

  مختصری در مورد مدلهای غیر خطی: 1.2

 مدلهای غیر خطی کدامند؟

 ترجیح می دهیم از مدلهای خطی استفاده کنیم؟ چرا

چند پارامتر مجهول باشد. عموما مدلها به صورت زیر فرض  با xیک تابع غیر خطی برحسب  T(x)فرض کنید  

 می شوند:

Y|x=T(x)+E 

 یا

Y|x=T(x)*E    ;    E > 0 

که در اولی خطا جمعی و در دومی خطا ضربی خواهد بود. بر خلاف مدلهای خطی، در مدلهای غیر خطی یک 

قانون کلی برای برآورد پارامترها نمی توان بیان کرد. یعنی هر مورد را باید جدا گانه بررسی نمود، و یا در 

منظور مثالهای زیر را مورد بررسی ن با یک تبدیل مناسب آن را به صورت مدل خطی درآورد. بدین امکاصورت 

 قرار می دهیم:

 E2Y|x=T(x)=a+bx+                                    اگر . 20مثال 

 

 

 a, b, E > 0;     E*bx=a*Y|x=T(x)                          .21مثال 

 در این صورت برای برآورد پارامترها،  به صورت زیر عمل می کنیم:

 

𝑧,  : حال با فرض = log(𝑌) , 𝛽0 = log(𝑎) , 𝛽1 = log(𝑏), 𝑈 = log(𝐸) 

𝑍.              خواهیم داشت: = 𝛽0 + 𝛽1 𝑥 + 𝑈 

 

 .  فرض کنید،22مثال 

𝑌|𝑥 = 𝑇(𝑥) =
1

1 + 𝑎 ∗ exp (𝑏𝑥 + 𝐸)
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 چنین عمل می کنیم: برای برآورد پارامترها

log (
1

𝑌
− 1) = log(𝑎) + 𝑏𝑥 + 𝐸 

 

 .  فرض کنید،23مثال 

𝑌|𝑥 = 𝑇(𝑥) =
exp (𝛽0 + 𝛽1 𝑥 + 𝐸)

1 + exp (𝛽0 + 𝛽1 𝑥 + 𝐸)
 

 مدل خطی آن را بدست آورید:

𝑌′ = ln (
1 − 𝑌

𝑌
) = 𝛽0 + 𝛽1 𝑥 + 𝐸 

 

 ،Y|x=T(x)=a+b*exp(-cx)+E.   فرض کنید:                   24مثال 

این مدل را نمی توان به مدل خطی تبدیل کرد، چنانچه به خواهیم به روش کمترین توانهای دوم، پارامترها را 

∑براورد کنیم،             𝐸𝑖
2 = ∑ (𝑌𝑖 − 𝑎 − 𝑏𝑒𝑥𝑝(−𝑐𝑥))

2𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1 

ای عددی ملاحظه می شود که حل آن منوط به حل دستگاه معادلات سه مجهولی، غیر خطی، پیچیده وعموما روشه

 می باشد.

 

 .25 مثال 

1

𝑦𝑖
= 𝛽0 + 𝛽1(

1
𝑥𝑖⁄ ) + 𝜀𝑖 
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 :رگرسیون خطی چند متغیره:  فصل سوم

 مقدمه . 1.3 

د. ماتریسی و جبر خطی استفاده می شوازماتریسها و روابط برای بررسی و تجزیه و تحلیل رگرسیون در این بخش 

. قبل از پرداختن به رگرسیون خطی چندگانه، می دانیمبدین منظور یادآوری جبر ماتریسی را بطور خلاصه لازم 

 قرار می دهیم. بررسیابتدا رگرسیون خطی ساده را بطریق ماتریسی مورد 

 
 :روابط ماتریسی

 
یک بردار ستونی باشد، بنا  vماتریسهای مربع باشند وB, A  های دلخواه، تریسما  P, N ,M فرض کنید

 داریم:روایط زیر را براین 
 

1. ’) M+ N(’= M’+ N,′ M′ N = ′) N M( ,M = ′)′ M( . 

2. A  متقارن است  ⇔A = ′A ; 

3. ′AAو A ′A متقارن هستند; 

4. ;P (M + N ) = P M + P N  

5. −1AA = I = A1−A; 

6. A   1  ⇔باشد   متقارن−A متقارن است; 

7. 1−A1−B = 1−)BA(; 

8. |A| /1 = | 1−A| ,|A| = |′A| 

9. tr(A + B) = tr(A) + tr(B), tr(AB) = tr(BA) 

10. (𝑨 − 𝒗𝒗′ )−𝟏 = 𝑨−𝟏 +
𝑨−𝟏𝒗𝒗′𝑨−𝟏

𝟏−𝒗′𝑨−𝟏𝒗
 

مقداری ثابت و موجود باشد  λباشد و اگر  Aیک بردار ویژه ماتریس  νاگر .11

 .است A ماتریس  مقدار ویژه  λ آنگاه vλ = Avبطوریکه 

 استفاده می کنیم. A − λI | = 0|از معادله  Aبرای بدست آوردن مقدار ویژه ماتریس  .12

 حقیقی هستند. Aمتقارن باشد تمام مقادیر ویژه  Aاگر  .13

 nλ , . . . ,1λ  فرض کنید   ,و متقارن باشد n × nماترسی مربع  Aاگر  .14

ادیرویژه و  با  Vبردارهای ویژه متناظرباشند. فرض کنید  nv , . . . , 1vمق

i امین ستون𝑣𝑖
 ،  بنابراین 

𝑉
′
𝑉 = 𝑉𝑉

′ = 𝑰 (𝑉  𝒊𝒔 orthogonale) , 𝑉′𝐴𝑉 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 ) 
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 v ≠ 0  ،v′Avمعین مثبت نامیده می شود اگر برای تمام مقادیر Aماتریس  .15

 ≠ v نیمه معین مثبت نامیده می شود اگر برای تمام مقادیر A، ماتریس 0  <

0 ،v′Av ≥ 0 . 

 : 1-2 تمرین

 V ar[X ] = 10, V ar[Y ] = 15, V ar[Z ] = 20,اگر 

5 = ) Z ,Y(vo C 2,−= ) Y ,X(vo C    وX وZ   موارد زیر را مستقل هستند .

 : محاسبه کنید

  آنگاه] Y − Z3 + X[2ra V et ] Y − X[ra V ], Z + X[ra V. 

 ) Z3 − X2 ,Y + X(vo C. 

 ∑= 𝑉𝑎𝑟(
𝑋
𝑌
𝑍

) 

را  ∑با استفاده از خواص ماتریسها، ماتریس واریانس کواریانس 

 حساب کنید.

 

 

 

 

 . در مورد رگرسیون خطی ساده 2.3

 :داریماز قبل 

 

𝒚𝒊 می دانیم             و   = 𝜷𝟎 + 𝜷𝟏𝒙𝒊 + 𝜺𝒊  , 𝒊 = 𝟏,… , 𝒏 

 

𝒚 = [

𝒚𝟏
⋮
𝒚𝒏
]

𝒏×𝟏

 ,   𝜷 = (
𝜷𝟎
𝜷𝟏
)
𝟐×𝟏

   ,   𝒙 = [
𝟏 𝒙𝟏
⋮ ⋮
𝟏 𝒙𝒏

]

𝒏×𝟐

        , 𝜺 =  [

𝜺𝟏
⋮
𝜺𝒏
]

𝒏×𝟏

،  ( 𝟏. 𝟐. 𝑬)         

                              

 

𝒚یا                              = 𝜷𝟎 + 𝜷𝟏𝒙 + 𝜺       
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 می توان نوشت:

[

𝒚𝟏
⋮
𝒚𝒏
] = [

𝟏 𝒙𝟏
⋮ ⋮
𝟏 𝒙𝒏

] (
𝜷𝟎
𝜷𝟏
) + [

𝜺𝟏
⋮
𝜺𝒏
] = [

𝜷𝟎 + 𝜷𝟏𝒙𝟏 + 𝜺𝟏
⋮

𝜷𝟎 + 𝜷𝟏𝒙𝒏 + 𝜺𝒏

]      ،  ( 𝟐. 𝟐. 𝑬)                               

           

 

.𝟑)  ،به راحتی میتوان نوشت:         حال 𝟐𝑬)                         𝑦 = 𝑥𝛽 + 𝜀 

 

نشان دهیم و متغیرهای آزاد :  yرا با  ( 𝑝𝑠𝑦𝑐ℎ𝑜𝑙𝑜𝑔𝑖𝑐𝑐𝑎𝑙 𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 )  : اگر حالت روانی افراد1-2 مثال

𝑥1  و  سن  𝑥2  وزن    ,    𝑥3  قد   ,      𝑥4  درآمد  , 𝑥5  باشند. می توان یک رابطه خطی بین متغیرهای       جنس

 نوشت. آزاد و متغیر وابسته 

دوگانه و کیفی  ،گسسته، همانطور که ملاحظه می کنید در رگرسیون چند متغیره ) خطی( متغیرهای از نوع پیوسته

 )جنس( استفاده می شود.

 

 نمادهامدل و   3.3

 : مدل رگرسیون خطی چندمتغیره

,𝑥𝑝متغیر وابسته و  yفرض  … , 𝑥1 .متغیرهای آزاد یا کمکی باشند 

𝑦 =  𝛽0 + 𝛽1𝑥1 +⋯+ 𝛽𝑝𝑥𝑝 + 𝜀              ،  ( 𝟒. 𝟐. 𝑬)                                                          

     

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 +⋯+ 𝛽𝑝𝑥𝑖𝑝 + 𝜀𝑖      ,      𝑖 = 1,… , 𝑛                                                 

,𝑥1متغیرهای   :9تذکر  … , 𝑥𝑝 غیر تصادفی اند و متغیرy          .تصادفی است 

,𝜀𝑖 ~ 𝑁(0و  𝛿
2)                                                                                      

,𝛽𝑝و  … , 𝛽0 .پارامترهای ثابت نامشخص هستند که باید برآورد شوند 

𝑛یعنی بیشتر باشد تعداد مشاهدات باید از تعداد پارامترها   n: 10تذکر > 𝑝 + 1. 

 عبارتند از:نیزمانند رگرسیون خطی ساده، شرایط لازم برای رگرسیون خطی چندگانه 

𝐻1:   𝐸(𝜀𝑖) = 0   ,    𝑖 = 1,… , 𝑛                                                                                  
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𝐻2:   𝑣(𝜀𝑖) = 𝛿
2                                                       

𝐻3:    𝑐𝑜𝑣(𝜀𝑖, 𝜀𝑗) = 0   ,    𝑖 ≠ 𝑗                                             

𝐻4:   𝜀𝑖~𝑁(0, 𝛿
2)                                                       

 :2-2  مثال

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1,𝑖 + 𝛽2𝑥2,𝑖 + 𝛽3𝑥1,𝑖𝑥2,𝑖 + 𝜀𝑖   ,     𝑖 = 1,… , 𝑛                                              

     

 که میتوان آن را به صورت:

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1,𝑖 + 𝛽2𝑥2,𝑖 + 𝛽3𝑥3,𝑖 + 𝜀𝑖     ,       

                                             

 𝑝𝑜𝑙𝑦𝑛𝑜𝑚𝑖𝑎𝑙 𝑐𝑢𝑏𝑖𝑐) (سه جمله ای مدل -3-2  مثال

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1,𝑖 + 𝛽2𝑥
2
1,𝑖 + 𝛽3𝑥

3
1,𝑖 + 𝜀𝑖                                                                

 می توان به صورت زیر نوشت: که

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1,𝑖 + 𝛽2𝑥2,𝑖 + 𝛽3𝑥3,𝑖 + 𝜀𝑖                                                

 

 

𝑦𝑖                     فرض کنید = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖1 +⋯+ 𝛽𝑝𝑥𝑖𝑝 + 𝜀𝑖   ,   𝑖 = 1,… . , 𝑛 

.𝟒 ) و شکل ماتریسی   𝟐. 𝑬)  :آن عبارتست از 

 

 

[

𝒚𝟏
⋮
𝒚𝒏
] = [

𝟏 𝒙𝟏𝟏 , … , 𝒙𝟏𝒑
⋮ ⋮
𝟏 𝒙𝒏𝟏 , … , 𝒙𝒏𝒑

] [

𝜷𝟎
⋮
𝜷𝒑

] + [

𝜺𝟏
⋮
𝜺𝒏
]                                       

= [

𝜷𝟎 + 𝜷𝟏𝒙𝟏 +⋯+ 𝜷𝒑𝒙𝟏𝒑 + 𝜺𝟏
⋮

𝜷𝟎 + 𝜷𝟏𝒙𝟏 +⋯+ 𝜷𝒑𝒙𝒏𝒑 + 𝜺𝒏

] 
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𝑦𝑛×1 = 𝑥𝑛×𝑝΄ ∗ 𝛽𝑝΄×1 + 𝜀𝑛×1      ,     𝑝
΄ = 𝑝 + 1   ,   ( 𝟓. 𝟐. 𝑬)                                  

        

n = observetion number                                                               

y = endogenes   (n × 1)                                                                                

x = exogene𝑠      ( n × p΄)                                                                                 

β = parameters (p΄ × 1)                                                                                           

ε = errors             (n × 1)                                                                    

 

 

 

 

 

(، به عنوان یک راهنما در این فصل مورد استفاده قرارمی گیرد، 2005ادعای هاینز و همکاران )  .4-2 مثال 

شرح  تجزیه و تحلیل، پیدا کردن یک مدل برای پیش بینی اندازه کبودی سیب در مرتب سازی و بسته بندی کارگاه، 

می توان  بر حسب ارتفاع سقوط و  [ راMM]میلی مترآزمایش های آزمایشگاهی نشان داده اند که قطر کبودی به 

 [ مدل بندی کرد. جدول زیر این داده های نمونه را نشان می دهد.3g/cmتراکم میوه )به ]

 

                              

𝑑𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡𝑦  [
𝑔
𝑐𝑚3⁄ ] 𝐻𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡 𝑜𝑓 𝑓𝑎𝑙𝑙   [𝑚𝑚] 𝑏𝑟𝑢𝑖𝑠𝑖𝑛𝑔 𝐷𝑖𝑎𝑚𝑒𝑡𝑒𝑟 [𝑚𝑚] 𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟 

0.9 

1.04 

1.01 

0.95 

0.98 

1.04 

303.7 

366.7 

336.8 

304.5 

346.8 

600.0 

3.62 

7.27 

2.66 

1.53 

4.91 

10.36 

1 

2 

3 

4 

5 

6 
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0.96 

1.00 

1.01 

0.94 

1.01 

9.97 

1.03 

1.01 

1.04 

1.02 

1.05 

1.1 

0.91 

0.96 

369.0 

418.0 

269.0 

323.0 

562.2 

284.2 

558.6 

415.0 

349.5 

462.8 

333.1 

502.1 

311.4 

351.4 

5.26 

6.09 

6.57 

4.24 

8.04 

3.46 

8.50 

9.34 

5.55 

8.11 

7.32 

12.58 

0.15 

5.23 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

 

 

 

 پارامترهای رگرسیون چند متغیره . 4.3

 یر پارامترهافست  1.4.3
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 (Geometric Graphic)نمایش هندسی مدل رگرسیون خطی چندمتغیره 

 

 برآورد پارامترهای رگرسیون چند متغیره: 2.4.3
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مانند رگرسیون خطی ساده، برای برآورد پارامترهای رگرسیون خطی چند متغیره از روش کمترین توانهای دوم 

 باید  𝛃خطا استفاده می شود. در نتیجه برای برآورد بردار 

∑êi
2

n

i=1

 

 ) باقیمانده ها(  می نیمم شود.  وع توانهای دوم خطاممج

 

 

 

                

 با استفاده از روابط ماتریس داریم:

                          

                                     

  (p +  معادله و از طرفی داریم: (1

∂f(β̂)

∂β
= −2x′y + 2x′xβ̂ = 0                                                             

(6.2.E) 

⇒ x′xβ̂ = x′y ⇒ β̂ = (x′x). x. y                                             

 دارای رتبه کامل(.full rank ) معکوس پذیر باشد    x′x  در صورتیکه ماتریس

 

 

  

 توسط ماتریسها:  βباشد مطلوبست برآوردهای  P=1اگر  -6-2  مثال

X = [

1
..
.
1

x1
..
.
xn

] , x′ = [
1
x1

…
…

1
xn
]                                                  
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X′X = [
n ∑xi
∑xi ∑  2

xi

] = [
n nx
nx ∑  2

xi
]                                                       

det(X′X) = n∑𝑥𝑖
2 − (nx)2 = n(∑𝑥𝑖

2 − �̅�)                                               

= n∑(xi
2 − x

2
) = nSxx                                                                   

(X′X)−1 =
1

n Sxx
[
∑ 𝑥𝑖

2 −nx

−nx n
]                                                              

β̂ = (X′X)−1x′y =
1

n Sxx
[
∑ 𝑥𝑖

2 – nx

−nx n
]  

(

 
 
[
1
x1

…
…

1
xn
]

[
 
 
 
 
y1
y2.
..
yn]
 
 
 
 

)

 
 

                                      

(
β̂0
β̂1
) =

1

n Sxx
[
∑𝑥𝑖

2 – nx

−nx n
] [
∑ yi
∑xiyi

] =
1

n Sxx
[
ny∑  2

xi
−nx∑ xiyi

−nx∑yi +n∑xiyi
]                                 

β̂1 =
n∑xiyi−nxy

n  Sxx
=

Sxy

Sxx
                                                                    

β̂0 =
n∑𝑥𝑖

2 –nx∑xiyi

n  Sxx
                                                                

=
y∑𝑥𝑖

2 −nyx̅2−(x∑xiyi−nyx̅
2)

Sxx
                      

=
y∑(xi−x)

2
−xSxy

Sxx
= y

Sxx

Sxx
−
Sxy

Sxx
x                       

β̂0 = y − β̂1x                                                                         

آمده در رگرسیون خطی ساده هستند و بطور کلی  همانطوریکه ملاحظه می شود دقیقا همان برآوردگرهای بدست

 داریم:

β̂0 = y − x̅∗
′β̂∗
                                                                             

      E. 3.3.2.2                                                        

 که در آن :

{
β̂′ = (β̂1, … , β̂P)    

x∗
′
= (x1, x2, … , xP)

                                                       

 : رگرسیون خطی سه متغیره ) مدل برازش شده را بدست آورید(.7-2   مثال
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ŷ = −33.831 + 0.0134x1 + 34.890x2               

X’ X= 

                                HF        Density 

               20.00       7767.80        28.9300 

HF          7767.80   3201645.78  10349.678 

Density   28.93      10349.68       118.3677 

 

X’ Diameter= 

                  120.7900 

HF               51129.1690 

Density       153.8365 

 

 

XX inverse= 

24, 63666 0, 005321 −26, 74679 
0, 005321 0, 0000077 −0, 008353 
−26, 74679 −0, 008353 30, 096389 

 
B0=-33, 8310 
B1=0, 0134 
B2=34, 8900 

 

 

  �̂� برآورد گرها  توزیع. 3.4.3

دارای توزیع نرمال چند  εبرای بدست آوردن توزیع برآوردگرها، باید در نظر داشت که ماتریس باقیمانده ها 

 تعداد مشاهدات می باشد.  nمتغیره می باشد و 

 محاسبه امید و واریانس برآوردگرها براساس )خواص( توزیع نرمال چند متغیره می باشند.
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Y = Xβ + ε                                                              

    ε = (ε1, … , εn)
′~Nn(O, σ

2In) :که می باشد 

 در نتیجه:

y~Nn(Xβ, σ
2In)     

ها می  yiترکیبی خطی از  β̂مانند روش رگرسیون خطی ساده می باشد. یعنی نشان می دهیم که  β̂تعیین  توزیع 

 باشند.

β̂ = (X′X)−1X′y                                                           

β̂~NPبنابراین  (E(β̂), V(β̂))  

E(β̂) = β 

 نکته:

V(𝐴X) = A ∗ V(X) ∗ A′ 

 

 

 

V(β̂) = σ2(X′X)−1 

⇒ β̂~NP( β , σ
2(X′X)−1) 

 . P=1وقتی که  β̂رایانس اکو : واریانس و 8-2  مثال

(X′X)−1 =
1

n Sxx
[
∑𝑥𝑖

2 – nx

−nx n
] 

V(β̂1) =
nσ2

n Sxx
= σ2 Sxx⁄  

V(β0) =
σ2∑𝑥𝑖

2 

n Sxx
= σ2

∑𝑥𝑖
2 

n Sxx
±
σ2x

2

Sxx
= σ2(1 +

x
2

 Sxx
) 

COV(β̂1, β̂0) =
nx σ2

n  Sxx
= −

xσ2

Sxx
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,COV(β̂1: علامت 11تذکر β̂0)  مخالف علامتx  کواریانس صفر است هر گاه  مقداراست وx =  باشد. 0

 �̂� و̂ 𝛆  توزیع  4.4.3

 مدل رگرسیون خطی چند متغیره 

y = Xβ + ε 

 : β̂با توجه به 

β̂ = (X′X)−1X′y 

 آنگاه :

(E. 3.4.1)              ŷ = Xβ̂ = X (X′X)−1X′y = Hy 

 نامیده می شود.تبدیل ماتریس  Hکه در آن 

H = X(X′X)−1X′ 

 .بیان کنیم  Hممکن است باقیمانده ها را بصورت تابعی از ماتریس 

ε̂ = ε̂ = (In −H)y . (E. 3.4.2) 

 

 

Inیا  Hعمل کند یعنی ماتریس  خطی( ) ک ماتریس تبدیلیممکن است مانند  Hماتریس − H ر گعمل مثل یک

 برقرار است:به صورت زیر   خواص زیر برای این دو ماتریس می کند. عملخطی 

1. H′ = H  ( H  symetric)   متقارن 

2. HH = H   (idempotence)  خودتوان 

3. HX = X        همانی   (identity)         

4. In − H = (In − H)
′   (symetric) 

5. (In − H)( In − H) =  In − H   خودتوان 

6. (In − H)X = X 

 را محاسبه کرد. ŷ  و ε̂واریانس  و می توان امید Hبا استفاده از خواص ماتریس 

V(ŷ) = (In − H)σ
2 

 بترتیب عبارتند از : ŷ  و ε̂ی هازیع بنابراین تو



 Dr. Dehghan مدلهای رگرسیون خطی

69 
 

ŷ ~ N(Xβ,  σ2H)         (E. 3.4.3) 

ε̂ ~ N(o, σ2(In − H))      (E. 3.4.4) 

 

 یر هندسی رگرسیون:عبت . 5.3

به اضافه  Xبصورت ترکیب خطی از ستونهار را  yدر مدل رگررسیون خطی چند متغیره  به دنبال این هستیم که 

 خطاها بنویسیم.

yi = β0 + β1xil +⋯+ βPxip + εiو     i = 1,2, . . , n 

 Hدر این حالت ماتریس  .بعدی خواهد بود P+1فضای تولید شده  (full rank)معکوس پذیر است  Xیعنی اگر   

 خواهد بود . Xدر زیر فضای  yتصویرکننده 

ε̂بردار باقیمانده ها و  = y − ŷ = (In − H)y  عمود بر فضای تولید شده توسط بردارهایX  .خواهد بود 

 (P=2).را برای رگرسیون خطی سه متغیره ملاحظه کنید  3.5.1شکل 
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همبسته خطی هستند. در این حالت  Xنباشد آنگاه ستونهای خاصی )متغیرهای خاصی ( از   X  (full rank)اگر 

 .کامل شود تبهدارای ر Xماتریس جدید با ک یا چند متغیر را از مدل رگرسیون حذف کنیم تا مدل جدید یکافی است 

با  rank Fullرا  X، همیشه  (Perpendicular)است.  Xدر فضای عمود بر  yاز طرفی باقیمانده ها، تصویر 

 در نظر می گیریم. n-Pبعد 

توسط روش  β (β̂)نتیجه برآورد در   ε̂و بردار باقیمانده ها   predicted (ŷ)زاویه قائمه بین بردار برازش 

. ′ε̂یعنی  اخط مجموع توانهای دوم کمترین ε̂  بودن  مدمی باشد، از متعاε̂  و   ŷ  میتوان گفت که 

 COV (ŷ, ε̂) =   همبسته هستند. در فضای نرمال نا  . بنابراین در عمل بردارهای متعامد، بردارهای  0

 بردارهای ناهمبسته، مستقل نیز هستند.

ε̂را برآورد کنیم یعنی وقتی  βاین روش اجازه میدهد که مجددا  × β̂ آنگاه : ،متعامد هستند 

(Xβ̂)′ε̂ = (Xβ̂)′(y − xβ̂) = 0 

 

β̂اگر  ≠  ( یعنی :نیستحل قابل باشد ) در غیر اینصورت  0

β̂ = 0 

 یا 

β̂ ≠ 0 ⇒ X′y − X′Xβ̂ = 0 ⇒ β̂ =  ؟

 .βو آزمون فرض روی   σ2برآوردهای ناادیب   6.3
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,β̂~NP(βنتیجه می دهد که   ، فرض نرمال بودن  σ
2(X′X)−1) برای  وβi .خاصی داریم 

β̂i − βi

σ√Vii
~N(0,1) 

 1−(X′X)از ماتریس (i,i)عنصر  Ѵiiکه در آن 

نامعلوم است و  σ2را بدست آورد. از طرفی در عمل  βiی اربمعلوم باشد آنگاه می توان فاصله اطمینان  σ2اگر 

 را برآورد کرد: σ2باید برآورد شود که بصورت زیر می توان 

σ̂2 =
ε̂′ε̂

n − P′
′P   و = P + 1 < 𝑛    

nبرای فهمیدن اینکه چرا بر  − P′  زیر مراجعه کنید: 1تقسیم شده است به قضیه 

,Z~Nn(oبردار تصادفی دارای توزیع نرمال استاندارد چند متغیره باشد . یعنی  Z: فرض کنید 1قضیه  σ
2In)     و

W = AZ 

 آنگاه :

w′(AA′)−1w  ~ χ l
2 

 است.  Aماتریس  تبهر lکه در آن 

 

 

 

 

 داریم :  1و با استفاده از قضیه 

 

 

 

  

 

 

 بنابراین:
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𝜀̂′𝜀̂

𝛿2
~ χ n−P′

2  

𝐸 = (
𝜀̂′𝜀̂

σ2
) = 𝑛 − 𝑃′  

     

 

 

 را برآورد کنیم . σ2: برای مثال ) رگرسیون سه متغیره ( 9-2  مثال

38.21

20 − 3
= 2.247 

 مستقل است پس می توان نوشت: β̂از  σ̂2از طرفی 

 

 

 

𝐶. 𝐼(𝛽𝑖) = [�̂�𝑖 ± 𝑡𝑛−𝑃′,1−∝ 2⁄ √𝑆
2Ѵ𝑖𝑖]        (𝐸. 3.6.2) 

 مدل رگرسیون سه متغیره بیابید. β1یک فاصله اطمینان برای  ،10-2  مثال

{
 
 

 
 β̂10.01314                                            

Ѵ22 = 0.0000077 , 𝑆2 = �̂�2 = 2.247

𝑛 − 𝑃′ = 20 − 3 = 17                     
t17,0.975 = 2.110                                

 

𝐶. 𝐼0.95 (𝛽1) = (0.00436, 0.0219) 

 

a.   پیش بینیforecasting   

 نشان می دهیم. θکه ما آنرا با  یمداشته باش βیک ترکیب خطی از  یمفرض کنید می خواه

θ =∑aiβi

P

o

= a′βو        𝑎 = (𝑎𝑜, 𝑎1, … , 𝑎𝑝)
′ 
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,a′β ~ 𝑁 (a′βمی دانیم که  σ2a′(X′X)−1a) 

 یب نیز می باشد . ره ناارست و ما نشان می دهیم بهترین آمایب اراین برآوردگر ناا

  Gauss- Markovنظریه  ) قضیه(  . 1.7.3

  که: این قضیه بیان می کند

a′β̂آماره  = a′(X′X)−1X′𝑦 با کمترین واریانس در بین تمام برآوردگرهای نااریب است یعنی آماره و یب رنا ا

a′β̂ .بهترین آماره است 

𝑉𝑎𝑟 (𝐶′𝑦)باشد. نشان می دهیم که  a′βک آماره نااریب دیگری از ی C′𝑦اثبات: فرض کنید  ≥ 𝑉𝑎𝑟(a′β̂). 

 می دانیم که : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 :𝒂′𝜷برای  هازمون فرضآ .2.7.3

 انجام داد. θمعلوم باشد آنگاه می توان فاصله اطمینان و آزمون فرض برای  σ2اگر 

که 
𝑎′�̂�−𝜃

√σ2a′(X′X)−1a
~𝑁 (0,1) 

σ̂2معلوم نیست و بجای آن از برآوردگر آن یعنی  σ2اما همیشه  = (
�̂�′�̂�

𝑛−𝑃′
 استفاده می کنیم و داریم :  (
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:𝐻0فرض  یا  θحال با توجه به این نتیجه می توان فاصله اطمینان برای  ϑ = θ
 را آزمون کرد.  ∗

 :E(y|x)تفسیر  -3.7.3

∗x ?برای ترکیب خطی  yمقدار میانگین  می خواهیم
′
= (𝑥1

∗, … , 𝑥𝑝
 را برآورد کنیم یعنی : (∗

𝐸(𝑦: 𝑥∗) =? 

∗𝑥کافی است که  Gauss – Marhovاست. با استفاده از قضیه  βخطی  ترکیبکه این برآوردی از 
′

 ′𝑎را با  

 جایگزین کنیم.

 از : 𝐸(𝑦|𝑥∗)برای  (∝−1)%در نتیجه برای بدست آوردن یک فاصله اطمینان 

𝐶𝐼(𝐸(𝑦: 𝑥∗
′
) = [𝑥∗

′
�̂� ± 𝑡𝑛−𝑃′,(1−∝ 2⁄ )√σ̂

2𝑥∗
′
(X′X)−1X∗]  

(E.3.7.1) 

 را ملاحظه کنید. 1-3 : 11-2  مثال

 به شرط اینکه  yاین مثال رگرسیون سه متغیره یک فاصله اطمینان برای  در

 

𝑋~𝑁𝑃 (𝜇1, ∑  ) 

 

𝑓𝑥(𝑥1, … , 𝑥𝑝) =
1

(2𝜋)
𝑝
2⁄ ∑  

1
2

exp(−1 2⁄ (𝑋 − 𝜇)𝑇∑ 
−1

(𝑋 − 𝜇)) 

 

 

∗𝐸(𝑦|𝑥برای  (∝−1) 100%در نتیجه برای بدست آوردن یک فاصله اطمینان 
′
 توان از : می (

𝐶. 𝐼 ( 𝐸: (𝑦: 𝑥∗
′
)) = [𝑥∗

′
�̂� ± 𝑡𝑛−𝑝 ,(1−∝ 2⁄ )

√σ̂2𝑥∗
′(𝑥′𝑥)−1𝑥∗]  

(E. 3.7.1) 
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 را ملاحظه کنید. example 3-1   Lab 6: 12-2   مثال

  زیر بدست آورید: به شرط yدر این مثال رگرسیون سه متغیره یک فاصله اطمینان برای 

{
𝑥1 = 325/𝑚/𝑠2)

𝑥2 = 0.98(𝑔/𝑐𝑚
3)
  

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖1 + 𝑥𝑖2 + 𝜀𝑖 

 ( Gauss- Markovاگر فرض شود   یعنی بهترین برآورد ) قضیه 

𝑥∗ = (
1
325
0.98

) ∗x  و
′
β = ϑ 

x∗
′
β̂ = (1, 325 , 0.98) (

−33.831
0.01314
31.890

) = 4.63 

𝑣𝑎𝑟 (x∗
′
β̂) = 𝛿2𝑥∗

′
(𝑥′𝑥)−1𝑥∗ = 2.217( 1 325098) 

(
24.667
0.0053
−26.747

0.0053
0.0000077
−0.0084

−26.747
−0.0084
30.0964

) (
1
325
0.98
) = 2.247 × 0.0718                        

= 0.1613 ⇒ 𝐶𝐼(𝐸/𝑦𝑥∗) = (3.78 , 5.48)              

                                 

 : xبه شرط  yتفسیر و نتیجه گیری روی مقدار  . 3.7.3

 باشد. ∗𝑥مقدار پیش بینی بر روی ترکیب خطی  yکنید  فرض

𝑦یعنی ابتدا می خواهیم  = 𝑥∗
′
𝛽 + 𝜀  را برآورد کنیم. بنا به قضیهGauss- Markov  بهترین برآوردگر𝑥∗

′
𝛽 

∗𝑥عبارتست از 
′
�̂� 

𝐸(𝜀)از آنجائیکه  = ∗𝑥در نتیجه برآوردگر نقطه ای عبارتست از  0
′
�̂� + 0 =  𝑥∗

′
�̂� 

 متغیری جدید توصیف می شود:

ω∗ = 𝑥∗
′
�̂� − (𝑥∗

′
�̂� + 𝜀) 

Ѵ(𝜔∗) = Ѵ(𝑥
∗′�̂�) +  Ѵ(∈) 

 

 در نتیجه داریم : 
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𝑥∗
′
�̂� − (𝑥∗

′
𝛽 + 𝜀)

√σ̂2𝑥∗
′(𝑥′𝑥)−1𝑥∗

~τn−p" 

(∝−1) %فاصله اطمینان  1از  ×  عبارتست از : ∗𝑥به شرط  yبرای پیش بینی  100

𝐶𝐼 ((𝑦/𝑥∗
′
)) = [𝑥∗

′
�̂� ± 𝑡𝑛−𝑝′,(∝ 2⁄ )√σ̂2𝑥∗

′(𝑥′𝑥)−1𝑥∗] 

 بدست آورید : ∗𝑥به شرط  yبرای پیش بینی  0.95: در مثال قبل، یک فاصله اطمینان 13-2 مثال 

𝑥∗
′
= ( 1, 325 , 0.98) 

𝑥∗
′
�̂� =  4063(𝑚𝑚)  ,    𝑥∗

′
(𝑥′𝑥)−1𝑥∗ = 0.0718 

 بنا به فاصله اطمینان فرض داریم :

 

 

  Variance Analysis   ز واریانسیآنال . 8.3

𝑦 = 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑝) + 𝜀 

(
𝑅𝑒𝑠𝑝𝑜𝑛𝑠𝑒 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒𝑙𝑠

𝑦1, … , 𝑦𝑛
) = (

𝑒𝑥𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛
𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒𝑠
𝑥1, … , 𝑥𝑛

) + (
𝑅𝑎𝑛𝑑𝑜𝑚 𝑉𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒𝑠

) 

(3.18) 

∑(yi − y)
2

𝑛

i=1

=∑(yi − ŷi + ŷi − y̅)
2 

 

= ∑(𝑦𝑖 − �̂�𝑖)
2 +∑(ŷi − y̅)

2+(2∑ �̂�𝑖(ŷi − y̅) = 0) 

 یعنی داریم:

𝑆𝑆Tot = SSReg + SSE 

 و فرم ماتریس آن خواهد بود:

𝑆𝑆Tot =∑(yi − y)
2 = y′y − ny

2
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SSR𝑒g =∑(ŷi − ŷ)
2 = �̂�′

 
�̂� − ny

2
= β̂′x′xβ̂ − ny

2
 

𝑆𝑆𝑅𝑒𝑠 =∑(𝑦𝑖 − �̂�𝑖)
2 = (𝑦 − �̂�)′(𝑦 − �̂�) = 𝜀̂′𝜀 

𝑆𝑆𝑇 = 𝑆𝑆𝑅𝑒𝑔 + 𝑆𝑆𝑅𝑒𝑠 

𝑆𝑆𝑇 = (β̂
′x′ xβ − ny

2
) + 𝜀̂′𝜀           (3.19) 

 

 (:3.19می توان نوشت ) pythagore پیتاگور که بنا به قضیه

‖y‖2 = ‖xβ̂‖
2
+ ‖y − xβ̂‖

2
 

.‖که در آن   رم یا طول بردار خواهد بود.نگر  بیان ‖

 از طرفی داریم:

y′𝑦 = ( 𝑥�̂�)′ × �̂� + (𝑦 − 𝑥�̂�)′(𝑦 − 𝑥�̂�) 

′𝑦اگر این فرمول را باز کنیم به  × β̂  یا( 𝑥�̂�)′ × 𝑦  که بدلیل متقارن بودن�̂�, 𝑦 . صفر خواهند بود 

⇒ y′𝑦 − ny
2
= β̂′x′xβ̂ − ny

2
+ 𝜀̂′. 𝜀̂ 

𝑆𝑆𝑇که همان   = 𝑆𝑆𝑅𝑒𝑔 + 𝑆𝑆𝑅𝑒𝑠 .خواهد بود 

 و جدول آنالیز واریانس را می توان نوشت:

𝐹𝑃,𝑛−𝑝′ MS SS DF منبع تغییرات 

𝑀𝑆𝑅
𝑀𝑆𝐸

 
SSR/p ∑(�̂�𝑖 − y)

2 p رگرسیون 

 SSE/(𝑛 − 𝑝′) 

 

∑(𝑦𝑖 − �̂�𝑖)
2 𝑛 − 𝑝′ خطا 

  ∑(yi − y)
2 n-1 Total 

 

 را بصورت زیر تنظیم کرد: β0نیز می توان جدول آنالیز واریانس شامل اثرات  

𝐹  MS SS DF منبع تغییرات 
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ny
2
/S2 ny

2
 ny

2
 1 β0 

𝑀𝑆𝑅
𝑀𝑆𝐸

 
SSR/p SSR p model 

 SSE /(𝑛 − 𝑝′) SSE 𝑛 − 𝑝′ Error 

  SST+ ny
2
 n Total 

 

 نمائید.  محاسبهجدول آنالیز واریانس را برای مثال قبل  –14-2 مثال 

SST = y
′𝑦 − ny

2
= 904.60 − 20 (

12.179

20
) = 175.089 

𝑆𝑆𝑅𝑒𝑠 = 𝜀̂
′. 𝜀̂ = 𝛿2(𝑛 − 𝑝′) = 38.21 

𝑆𝑆𝑅𝑒𝑔 = 𝑆𝑆𝑇 − 𝑆𝑆𝑅𝑒𝑠 = 136.88 

 

𝐹  MS SS DF منبع تغییرات 

sourco 

30.46 136.88

8
= 68.44 

136.88 2 model 

 38.21

17
= 2.247 

38.21 17 Error 

 175.09 19 Total 

 

 متغیره برای رگرسیون خطی چند Fآزمون عمومی  -3.9

 

 رگرسیون است. مدل یا نبودن این آزمون در رگرسیون چند متغیره به منظور بررسی معنی دار بودن

{
H0:   β1 = β2 = ⋯ = βP = 0       

𝐻1:  حداقل یکی از ضرایب مخالف صفر باشد
 

 با مقدار : H0تحت فرض 

𝐹o =
MSReg

MSE
∶   F1−∝,P ,n−P′ 
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 مقایسه می کنیم. ،)جدول(ج آزادی مربوطیرادفیشر و را با  تابع  آماره آزمونمقدار 

 

 : در مثال قبل داریم: 15-2  مثال

𝐹o =
MSReg

MSE
= 
68.44

2.247
 

= 30.46 

{
H0:   β1 = i و0 = …و1 , p                   
𝐻1: 𝑖𝑓 𝑛𝑜𝑡                                           

 

F1−∝,P ,n−P′ = F2,17(0.95) = 3.59 

 چون

𝐹𝑂 > 𝐹1−∝ ⇒ 𝑅𝐻𝑜 

𝑘) تا kاما در عمل همیشه اینطور نیست یعنی ممکن است   < 𝑃)   از متغیرهای آزادx1, … , 𝑥𝑘  برای مدل لازم

 باشد. در این صورت باید مدلهای زیر را آزمون کنیم.

{
𝐻0: 𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖1 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑖𝑘 + 𝜀𝑖 → 𝜀̂
𝐻1: 𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖1 +⋯+ 𝛽𝑝𝑥𝑖𝑝 + 𝜀𝑖 → 𝜀̂∗

 

 

𝑆𝑆Resاگر 
(0)

𝑆𝑆Resتحت فرض  
(1)
 باشد و همیشه داریم : 𝐻1تحت فرض   𝐻0 و 

𝑆𝑆Res
(0)

− 𝑆𝑆Res
(1)

 

 تفاوت می تواند کم یا زیاد باشد، و بهتر است : که این

 

 

 را اینطور تعریف کرد : F در نظر بگیریم ومی توان تابع معیار

𝐹 =
( 𝑆𝑆Res

(0) −  𝑆𝑆Res
(1) )/∆dd

 𝑆𝑆Res
(1) / (n − p′)

=
 𝑆𝑆Res

(0)
− 𝑆𝑆Res

(1)

∆𝑑𝑓  𝑆𝐻1
2  

𝑙که در آن  = ∆𝑑𝑓  اختلاف بین درایج آزادی تحت𝐻1 و Ho  فرض تحت است. بنابراینHo،  : هرگاه 
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 :  𝑑𝑓∆روشهای محاسبه 

1 − ∆𝑑𝑓 = 𝑑𝑓(𝑆𝑆Res
(0) ) −  d𝑓( 𝑆𝑆Res

(1) ) 

2 − ∆𝑑𝑓 = # (𝐻1) −  # (𝐻0)              

3 − 𝐻𝑜 به مدل   𝐻1  تعداد  شرط ها برای ازرسیدن  مدل تحت     

 به بیان دیگر :

1 − 𝑑𝑓 𝑆𝑆Res
(0) = n − (k + 1) =  n − k − 1 

𝑑𝑓 ( 𝑆𝑆Res
(1) ) =  n − P′ 

⇒ ∆𝑑𝑓 = 𝑛 − 𝑘 − 1 − 𝑛 + 𝑃′ 

∆𝑑𝑓 = 𝑝 − 𝑘 

2 −  # 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚𝑒𝑡𝑒𝑟 𝑢𝑛𝑑𝑒𝑟   𝐻1 = 𝑃 + 1 

        # 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚𝑒𝑡𝑒𝑟 𝑢𝑛𝑑𝑒𝑟   𝐻0 = 𝐾 + 1 

∆𝑑𝑓 = 𝑃 + 1 − 𝐾 − 1 = 𝑃 − 𝐾 

 داریم: 𝐻0به  𝐻1 ازبرای رسیدن 

βi = 0  , 𝑖 = 𝑘 + 1 , … , 𝑃 

 .؟( 0شرط روی پارامترهای ) معادلات مساوی  p-kپس 

𝑑𝑓∆فرض های اولیه را نیز دارا می باشد . اگر  شقابلیت پوش Ho و 𝐻1: مدلهای جدید تحت فرض 12تذکر =

𝑃   یاk=0  .فرض شود 

 

 

 

 

 برای مدل تعدیل یافته : )تعمیم یافته( جدول آنالیز واریانس کلی

𝐹  MS SS DF منبع تغییرات 
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𝑀𝑆𝑅𝑒𝑔

𝑀𝑆𝑅𝑒𝑠
 

𝑆𝑆𝑅𝑒𝑔/(𝑃 − 𝐾) 𝑆𝑆𝑅𝑒𝑔 = ‖�̂� − �̂�∗‖2 𝑃 − 𝐾 (comR – RedR 

 𝑆𝑆𝑅𝑒𝑔

𝑛 − 𝑃′
 

𝑆𝑆𝑅𝑒𝑠 = ‖𝜀̂‖
2

 𝑛 − 𝑃′ E(complete) 

  𝑆𝑆𝑅𝑒𝑠 = ‖𝜀̂
∗‖2 n-𝐾′ E (Reduced) 

 

 آزمون فرض کلی مدلهای خطی رگرسیون چندگانه

یک بردار باشد آنگاه آزمون فرض کلی را می توان  𝑑r × 1یک ماتریس و  ′𝐶r×pبدین منظور فرض کنید . 

 بصورت زیر نوشت:

{
H0:  𝐶𝛽 = 𝑑
H1: Cβ ≠ d

 

 :بیان کردصورت زیر ه برا یا به عبارت دیگر می توان آزمون فوق 

{
𝐻0 ∶ 𝑦 = 𝑍 𝛼 + 𝜀    ∶ مدل کاهش یافته

𝐻1    y = 𝑋 β + ε ∶          مدل کامل
 

𝐶𝛽از معادله  = 𝑑  تحت فرض�̂�  , 𝐻0  بدست آمده و داخل سیستم با معادله𝑦 = Xβ + ε فرض  در𝐻1  قرار

 می دهیم.

 و می توان نشان داد که:

(𝑆𝑆Res
(0) ) − (𝑆𝑆Res

(1) ) =  ? 

Cβ̂واریانس   σ2[C(𝑋′X)−1C′] که در آن  − d .می باشد 

,Cβ̂ی اگر یعن d  اختلاف کمی داشته باشند آنگاه فرض𝐻0 . رد نخواهد شد 

 : Fو آزمون 
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مقایسه می شود.  ′𝐹r,n−Pکه با 

 

 معیارهای انتخاب مدلفصل چهارم :   

 .مقدمه :1.4

) کمکی( داریم. درواقع می خواهیم مدلی را انتخاب کنیم  در این حالت فرض می شود که تعداد زیادی متغیر آزاد 

 که تمام متغیرهای داخل مدل ) ضرایب( معنی دار باشند.

 لذا فرض می شود مدل خوب عبارت باشد از :

yi = β0 + 𝛽1𝑥𝑖1 + …+ 𝛽ℎ𝑥𝑖ℎ + 𝜀𝑖 

 را به مدل اضافه کنیم خواهیم داشت : 𝑥i h+1اگر بخواهیم متغیر 

𝑦i = β0
∗ + β1

∗x i1 + …+ βh
∗xih + βh+1

∗ xi h+1 + εi 

Ѵ(�̂�∗)اگر   ≥ 𝑣(�̂�)   . بیانگر این است که دقت مدل جدید کمتر شده است   

 مثال زیر را در نظر می گیریم : ،برای توصیف اریبی مدل

𝑦 = 𝑋1 𝛽1 + 𝜀           (4.1 )( 𝑤𝑟𝑜𝑛𝑔 𝑚𝑜𝑑𝑒𝑙) 

𝑦 =  𝑋1 𝛽1 + 𝑋2 𝛽2 + 𝜀 = 𝑋𝛽𝑧 + 𝜀  (4.2)( 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑐𝑡 𝑚𝑜𝑑𝑒𝑙) 

′Pشامل   ?فرض کنید  = 𝑃 + 𝑚شامل  β2عنصر باشد، و  1 − 𝑃′  پارامتر . فرض می شود که بجای مدل

 . (m=ntp)  ( را برگزیده ایم4.1خوب، ما مدل بد )

𝐸(�̂�1) = 𝛽1 + (𝑋1
′𝑋1)

−1𝑋1
′  𝑋2𝛽2 
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 می باشد. β1یک برآوردگر اریب برای  β̂1بنابراین ملاحظه می شود که 

 پارامتر باشد: P’( دارای 4.1طوری که مدل )پیش بینی کند ب ∗𝑥را در نقطه ) بردار (  y  اگر کسی مایل باشد که

ŷ(𝑥∗) =  𝑥1
∗′�̂�1 

𝐸(ŷ(𝑥∗)) =  𝑥1
∗′𝐸 (�̂�1) 

𝑥∗′{𝛽1 + (𝑋1
′𝑋1)

−1𝑋1
′  𝑋2𝛽2}.  

 و  بودهپارامتر  mبنابراین مدل زیر دارای 

ŷ(𝑥∗) =  𝑥1
∗′�̂�1 + 𝑥2

∗′�̂�2 

𝐸(ŷ(𝑥∗)) =  𝑥1
∗′𝛽1 + 𝑥2

∗′𝛽2 

 آنگاه اریبی مدل برای پیش بینی عبارتست از :

𝐵𝑖𝑎𝑠 ŷ(𝑥∗) =  𝑥1
∗′{𝛽1 + (𝑋1

′𝑋1)
−1𝑋1

′  𝑋2𝛽2} − 𝑥1
∗′𝛽1 − 𝑥2

∗′𝛽2 

𝐵𝑖𝑎𝑠 ŷ(𝑥∗) =  𝑥1
∗′{(𝑋1

′𝑋1)
−1𝑋1

′  𝑋2 − 𝑥2
∗′}𝛽2 

  :؟؟نتیجه

 

 

 معیارهای مقایسه کلاسیک . 2.4

بخوبی میزان تغییرات بیان شده توسط  ،ک مدل خوب می باشد. معیار ضریب تعیینیبا فرض اینکه مدل مورد نظر 

ix می دهد. نها را نشا 

R2 =
SSReg

SST
= 1 −

SSRe𝑠
SST

      (4.2.1) 

0بطوریکه می دانیم  ≤ 𝑅2 ≤ بیانگر این است که مدل برازش شده بسیار یک نزدیک باشد  به 𝑅2و هر چه  1

 به مدل بستگی ندارد و با اضافه کردن ... SSTاست از آنجائیکه  تر مناسب
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 ضریب تعیین تعدیل شده :.    1.2.4

Ra
2 = 1 −

MSRes
MST

= 1 −
SSRes/(n − P

′)

SST/(n − 1)
= 1 − (𝑛 − 1)

𝑆2

𝑆𝑆𝑇
 

 : در مثال رگرسیون سه متغیره قبل16-2  مثال

R2 =
SSReg

SST
=
136.88

175.09
= 78.2 % 

Ra
2 = 1 − (n − 1)

𝑆2

𝑆𝑆𝑇
= 1 − 19 ×

2.247

175.09
= 75.6% 

 نی بر توان پیش بینی مدل.تروشهای مب .2.2.4

  Cross – Validationاصول  . 1.2.2.4

 بیان می شود: زیر این اصول توسط الگوریتم

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑃𝑅𝐸𝑆𝑆 =   ∑( 𝑦𝑖 − �̂�𝑖,−𝑖)
2

𝑛

𝑖=1

 

نیز استفاده می شود.  BOX – COXاین معیار برای مقایسه کردن تمام مدل ها حتی مدلهای تبدیل یافته 

 کمتر باشد نشان دهنده دقت پیش بینی بیشتر می باشد.   𝑃𝑅𝐸𝑆𝑆مطمئنا هر مدلی که دارای 

 براساس این معیار می توان یک ضریب تعیین پیش بینی به شکل زیر تعریف کرد:

RP
2 =  ؟

 

RPبنابراین 
 خیلی خوب پیش بینی می کند. زنی نظر هر چه به یک نزدیک باشد نشان دهنده این است که مدل مورد 2
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 : PRESSباقیمانده های .  3.2.4

 پس : �̂�𝑖,−𝑖عبارتست از  PRESSتوسط  yiبرآورد 

 

 

را  ε̂iاستفاده کرد و نیز می توان تک تک  PRESS ایبرای مقایسه مدل ها می توان از مجموع توانهای دوم خط 

منفی اثر  PRESSیک پیش بینی بد می تواند روی  ،در یک مدل خوبچون بصورت انفرادی آزمون کرد . 

 بگذارد.بزرگی 

 تمحاسبا Hبنابراین محاسبات آن خیلی خسته کننده به نظر می رسد که خوشبخانه با استفاده از خواص ماتریس 

 خواهد شد. تر خیلی ساده

از  (i , i)امین باقیمانده معمولی در موقعیت عنصر  iمی تواند به کمک  PRESSامین باقیمانده  i -3قضیه 

 بدست آید. Hماتریس 

ε̂iو 𝑖 =
ε̂i

1 − hii
 

 نتیجه عملی قضیه فوق این است که :

قابل دستیابی  cross- validationرگرسیون از روش  nبدون انجام  PRESSو باقیمانده های  PRESSآماره 

 است.

𝑃𝑅𝐸𝑆𝑆 =  ∑( 
ε̂i

1 − hii
 )
2𝑛

𝑖=1

 

0طول فاصله پیش بینی را نشان می دهد .  hiiقبلا تعریف شده است یعنی  hiiکه در آن   ≤ hii ≤ . یعنی یک  1

 نشان دهنده فاصله پیش بینی بزرگ می باشد. 1نزدیک  hiiمقدار 

است و در نتیجه  ∞+نزدیک  𝑖 وε̂iاست در نتیجه  1نزدیک   hiiاست یعنی  0نزدیک  𝑖 وε̂iمادامی که مخرج 

 خیلی مشکل است. 𝑦iپیش بینی مقدار 

 : CP     (Mallows )معیار   -4.4

 این روش براساس میانگین توانهای دوم خطای برآوردگر بنا شده است 

Mean of Square of Error ( MSE)  

 باشد. y(𝑥∗)برآوردگر  ŷ(𝑥∗)فرض کنید 
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𝑀𝑆𝐸 (ŷ(𝑥∗)) = Ѵ(ŷ(𝑥∗)) + 𝑏𝑖𝑎𝑠2(ŷ(𝑥∗)) 

𝐸(ŷ(𝑥∗)) = y(𝑥∗) = E (ŷ(𝑥∗)) , 𝜗 =  y(𝑥∗)   

𝑀𝑆𝐸 (ŷ(𝑥∗)) = 𝛿2 𝑥1
∗′(𝑋1

′𝑋1)
−1𝑋1

∗ + { 𝑥1
∗′{(𝑋1

′𝑋1)
−1𝑋1

′  𝑋2 − 𝑥2
∗′}𝛽2

2
 

 براساس مدل صفحه قبل:

( . است معلوم را نمی شناسیم ) نا ∗𝑥بردار  ،با دو مشکل مواجه هستیم . اولا MSEن دم کروحال برای می نیم

 نامعلوم بستگی دارد.  β2به  MESدوم اینکه 

 یک معیار دیگری را معرفی کرده است که به ما اجازه می دهد تا اولین مشکل را حل کنیم. Mallowsاما 

 :MSEلذا می توان بجای 

∑
MSE ( ŷ(xi))

σ2

𝑛

i=1

 

 نقشی جز ساده کردن محاسبات ندارد. σ2را می نیمم کرد . که در آن تقیسم بر 

 : MSEمحاسبه بخش واریانس در 

∑
V ( ŷ(xi))

σ2

𝑛

i=1

= 𝑡𝑟[(𝑥1
′𝑥1)(𝑋1

′𝑋1)
−1] 

 

 

 

 

= 𝑡𝑟(𝐼𝑃′) = 𝑃
′ , 𝑡𝑟(𝐴𝐵) = 𝑡𝑟(𝐵𝐴) 

 

 اریبی برآوردگر:  biasمحاسبه بخش 

𝐸𝐶(𝑆𝑃
2) =  𝜎2 +

∑ 𝑏𝑎𝑖𝑠 [�̂�(𝑥𝑖)]
𝑛
1

𝑛 − 𝑃′
 

𝑆𝑃که در آن 
𝑏𝑎𝑖𝑠 [�̂�(𝑥𝑖)]∑معلوم باشد آنگاه میتوان  𝜎2پارامتر است . اگر  P   با واریانس مدل 2

با را  2

(𝑆𝑃
2 − 𝜎2)( 𝑛 − 𝑃′) . برآورد کرد 
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 واریانس داخل مدل کامل ) مدل بزرگتر ( استفاده کرد . σ̂2نامعلوم است آنگاه از برآوردگر آن یعنی  𝜎2با اینکه 

 : Mallowsبنابراین معیار سنجش پیشنهاد شده توسط 

CP =  ؟

 

 است که در آن :در عمل مدلی خوب 

CP − 𝑃
′ ≈ 𝑜       یا    CP ≈ 𝑃

′ 

تا  2k+1مدل رگرسیون خواهیم داشت که در نتیجه  2k+1ی( موجود باشند آنگاه به تعداد کمتغیر آزاد ) کم kاگر 

PC قابل محاسبه و مقایسه می باشند که از میان آنها می بایست مدلی را انتخاب کرد که دارای−𝑃′ PC   کوچکتر

 باشد.

می باشد مقدار 𝑃′ PC−آنی را که دارای کوچکترین ،(پذیر در عمل باید بین تعدادی مدل قابل قبول )توجیهاما 

تقریبا کوچک باشند باید برای جدا کردن مدل  𝑃′ PC−. اما تعدادی از مدل های قابل توجیه داراییمانتخاب کن

, 𝑃𝑅𝐸𝑆𝑆)رهای دیگری مثل اخوب از معی 𝑅𝑎
2, …  استفاده کرد. (

 را به شکل زیر ایجاد کرد: PCاز طرفی می توان 

CP =
SSRes
σ2

+ 2𝑃′ − 𝑛 

i.   معیار اطلاعات آکائیک(AIC) : 

Akaike Information Citer  

( ارائه شد. این معیار در عمل استفاده 1974در سال ) Hirotsugu Akaikeاین روش توسط  آماردان ژاپنی 

 فراوان دارد و برای بررسی کیفیت مدل بکار می رود.

𝐴𝐼𝐶 =  −2𝑙𝑛𝐿 (�̂�, 𝛿𝑀𝐿
2 ) + 2𝑃′ 

 

 

 

= 𝑛 + 𝑙𝑛 (2𝜋) +  𝑙𝑛 (
𝑆𝑆𝑅𝑒𝑠
𝑛

) 

 چون
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 σ̂𝑀𝐿
2 = ∑ (𝑦𝑖 − �̂�𝑖)

2/𝑛𝑛
𝑖=1 =

𝑆𝑆𝑅𝑒𝑠

𝑛
 

 ریم داریم :ااگر مؤلفه ثابت فوق را کنار بگذ

𝐴𝐼𝐶 = 𝑙𝑛 (
𝑆𝑆𝑅𝑒𝑠
𝑛

) + 2𝑃′ 

 AICآنگاه  ، باشد دقیقتربنا شده یعنی هر چه پیش بینی و  𝑆𝑆𝑅𝑒𝑠براساس  AICهمانطور که ملاحظه می شود 

این  گرنزدیک تر باشد بیان ′2𝑃به  AICمقداری کوچکتر ) ضعیفتر( را بخود اختصاص می دهد. لذا هر چه مقدار 

 ابل قبولی بهره مند است.است که مدل از پیش بینی ق

 Algorithimic method اگوریتمی های  )روشهای( . معیار5.2.4

 

 

  forward methodروش پیشرو  .1.5.2.4

 در این روش با مدل 

 1-         𝑦 = 𝛽𝑜 .شروع می کنیم 

 داشته باشد. 𝑆𝑆Eمتغیری از متغیرها را به مدل اضافه می کنیم که بیشترین اثر را روی کاهش   -2

 سپس آزمون زیر را برای متغیر اضافه شده به مدل انجام می دهیم. -3

𝐹0 =  ؟

𝑙که درآن  =  𝑛 − 𝑃′  و فرض می شود که متغیر افزوده درست است هر گاه 

F0 > F1 ,𝑙,(1−𝛼) 

مه می دهیم که را تا زمانی ادانرا برای متغیر بعدی بکار برد و آ 2اگر متغیر افزوده صحیح باشد می توان گام  -4

𝛼اضافه کردن هیچ متغیری معنی دار نباشد و معمولا سطح معنی داری  =  فرض می شود. 0.05

0.05 ≤ 𝛼 ≤ 0.4  

 ی گیریم تا مدل شامل متغیر باشد.را بزرگ در نظر م 𝛼معمولا ابتدا ) در شروع( 

 backward methodروش پسرو  . 2.5.2.4

 این روش برعکس روش پیشرو خواهد بود

 .کامل را در نظر می گریم ) شامل متغیرها(مدل  .1

 افزایش خطا را داشته باشد. رویسپس متغیری از متغیرها را از مدل برمی داریم بطوریکه کمترین اثر  .2
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 و سپس آنرا آزمون می کنیم بطوریکه معنی دار نباشد یعنی  .3

F0 < F1 ,𝑙,(1−𝛼) 

𝐹0 =
{𝑆𝑆Res(R) − 𝑆𝑆Res ( C)}

𝑆𝑆Res(C)/𝑙
 

را ادامه می دهیم تا  3و  2بود آنگاه برای متغیرهای بعدی روش نشده از مدل معنی دار  حذفاگر متغیر  .4

𝛼و معمولا  حذف کرداینکه هیچ متغیری از مدل را نتوان  = 𝛼یا   0.1 =  فرض می شود .0.2

 :(مهم) 13 تذکر

  (stepwise )روش گام بگام  . 3.5.2

 و با روش پیشرو شروع می شود. این روش مخلوطی از روش های پیشرو و پسرو می باشد

 پسرو و گام بگام را بررسی می کنیم . –در این مثال روشهای پیشرو  – 17-2  مثال

𝑆𝑆Res متغیرهای داخل ها مدلها 

30 𝑥0=constant 

25 𝑥1 

24 𝑥2 

20 𝑥3 

6 𝑥1 , 𝑥2 

15 𝑥1 , 𝑥3 

12 𝑥2 , 𝑥3 

4 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3  

 

 شروع می کنیم و  𝑥3با  -1:  روش پیشرو

𝐹o =
30 − 20

20/(10 − 20)
= 4 > 𝐹0.5.1,8 = 0.5 

 را اضافه می کنیم و داریم : 𝑥2حال  – 2

FO =
20 − 12

12 (10 − 3)
= 4.67 > 𝐹0.5 ,1 ,7 
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 را داخل مدل نگه میداریم. 𝑥2 و 𝑥3پس 

 را به مدل اضافه می کنیم : 𝑥1حال  -3

Fo =
12 − 4

4/(10 − 4)
= 12 > 𝐹0.5 ,1,6 

 متغیرها را داخل مدل نگه می داریم.با این روش همه 

 روش پسرو:

داشته  Errorدر این روش از مدل کامل شروع می کنیم . حال باید متغیری را حذف کرد که کمترین اثر را روی 

 را حذف می کنیم . 𝑥3باشد پس 

Fo =
6 − 4

4/(10 − 4)
=
2 × 6

4
= 3 < 𝐹0.1 ,1,8 = 3.46 

را داریم. که از  𝑥1 و𝑥2متغیرهای  را حذف کرد. حال فقط داخل مدل 𝑥3چون اثرش معنی دار نیست پس می توان 

 را حذف می کنیم. 𝑥2 بین این

Fo =
24 − 6

6/(10 − 3)
=
18 × 7

6
= 21 < 𝐹 (0.1) 

 را حذف کرد و مدل با این دو متغیر خواهد بود. 𝑥1یا  𝑥2لذا نمی توان 

 روش گام به گام:

 شروع می کنیم.𝑥0با مدل  -1

2- 𝑥3  . را به مدل اضافه می کنیم 

Fo =
30 − 20

20/8
= 4 >  0.5 

 را نگه می داریم . 𝑥3پس  -3

4- 𝑥2 . را به مدل اضافه می کنیم 

Fo =
20 − 12

12/7
=
8 × 7

12
= 4.67 > 0.5 

را حذف کرد چون هر دو معنی دار  x3 و𝑥2می باشد. و نمی توان هیچ کدام از آنها یعنی  x3 و𝑥2پس مدل دارای 

  F(0.1)هستند ) روش پسرو( مقایسه یا 

 را به مدل اضافه می کنیم :  𝑥1روش پیشرو: حال  -5
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12 − 4

4/6
=
8 × 6

4
= 12 > 𝐹0.5  

 را حذف می کنیم : x3روش پسرو:  -6

6 − 4

4/6
=
2 × 6

4
= 3 < 𝐹0.1 ,1,6 

 را نگه می داریم که همان نتیجه روش پسرو می باشد.  x2 و𝑥1را حذف می کنیم و در نهایت متغیرهای  x3پس 

 (رگرسیون پیشرفته: ) ودهای متغیرهای اضافه شفگرا -4.7

 

 

 : هم خطی چندگانه ) چند هم خطی( یا همبسگی داخلی پنجم  فصل

 تعریف:  -5.1

 

 

 

,𝑑1آنگاه این چند هم خطی را کامل گویند. چنانچه اسکالی های  … 𝑑𝑝  که تماما صفر نیستند ( و چند همخطی را(

 غیرکامل یا به مفهوم بزرگ نامند.

𝑑𝑗𝑥𝑗∑   (𝑖 دقیق)
𝑗

 

 معکوس پذیر نیست. (𝑥′𝑥)در صورتیکه چند همخطی کامل داشته باشیم آنگاه ماتریس  

تابعی از و در نتیجه برازش خط رگرسیون غیرممکن است. که این مشکل قابل حل است و میتوان متغیری را که 

بقیه می باشد را پیدا و حذف کرد و با متغیرهای باقیمانده که چند همخطی کامل وجود ندارد خط رگرسیون را 

 برازش داد . ) مثالی از چند هم خطی کامل بزنید(

 اما چند همخطی بزرگ) غیرممکن( یا غیردقیق که معمولا اتفاق می افتد و تشخیص آن مشکل است.

 را ایجاد می کند:که این مشکلات زیر 

 ممکن است اشکالات زیر بر اثر هم خطی داخلی بوجود آید:

 شود . �̂�ها باعث تغییرات بسیار کمی در  β̂یعنی تغییرات بزرگ در  1−(𝑋′𝑋)ایجاد بی ثباتی در  -1
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 هایی دور از انتظار یا برخلاف درک شهودی. β̂ 𝑖مشاهده  -2

 ها. ŷ 𝑖ها یا   β̂ 𝑖ایجاد واریانس بزرگ  -3

 انتخاب متغیرها با هم مطابقت ندارند. روشهای -4

 هستند. yبعضی از متغیرها گرچه معنی دار نیستند ولی دارای همبستگی بزرگ با  -5

 تشخیص چند همخطی داخلی نادقیق: -3.2

 غیرمنتظره درک شهودی contre-intuitifاز طریق ماتریس همبستگی : -5.2.1

چند همخطی را مشخص  (exogon)بدین منظوره پس از محاسبه و مشاهده ماتریس همبستگی بین متغیرهای آزاد 

 می کنیم:

xj
∗ =

xj − xj

Sj
  , 𝑗 ∈ { 1,2, . . , 𝑃} 

xj =
1

n
∑xji

n

i=1

, xj = (xj1 , … , xjn) 

𝑆𝑗 = √∑(𝑥𝑗𝑖 − 𝑥𝑗)
2
/(𝑛 − 1) 

 و ماتریس همبستگی : 

𝑥∗′𝑥∗ = [

1      𝑟12
𝑟21       1

⋯ 𝑟1𝑃

⋮ ⋱ ⋮
𝑟𝑃1 ⋯ 1

] 

𝑋∗ = (
𝑥1 − 𝑥1
𝑆1

… 
𝑥𝑃 − 𝑥𝑃
𝑆𝑃

) 

𝑅𝑗ℎ =∑
(𝑥𝑗𝑖 − 𝑥𝑗)(𝑥ℎ𝑖 − 𝑥ℎ)

𝑆𝑗𝑆𝑘
, 𝑗, 𝑘 ∈ { 1, … , 𝑃} 

اگر بین دو متغیر آزاد هم خطی وجود داشته باشد می بایستی یک ضریب همبستگی خطی بزرگ بین آنها وجود 

 داشته باشد.

 اما در این بین دو مشکل بزرگ وجود دارد:

 کدام ها یک همبستگی بزرگ خطی وجود درد.مشکل می توان گفت که بین  -1

 پیش می آید. (exogene)اکثرا چند همخطی بین بیش از دو متغیر آزاد  -2
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متغیر آزاد موجود باشند که بطور کامل همبسته خطی باشند آنگاه ضرایب همبستگی زوج  Pاگر در یک مثال 

متغیر باید کمتر از 
1

P−1
 باشند. 

 (VIF)شدن واریانس  عاملی فاکتور تورم یا بزرگ -5.3

Variance Infolation factor  

 


