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  ها ساختار سيستم
  
  

  مقدمه  ۱  .۱
بر و  است جزءهايي سر و کار داريم که متشکل از تعداد   ولاً با سيستمدر دنيا  امروز معم

هر . اند قرار گرفته، اساس يک ساختار از قبل طراحي شده برا  هدف معيني در کنار يکديگر
ا  را انجام داده و بسته به نوع اتصال  يک از اجزاء به طور مستقل يا وابسته به يکديگر وظيفه

يل  توان برا  سيستم بر شمرد اتومب هايي که مي از مثال. دهد ود را انجام مي سيستم وظيفه خ،اجزاء
بسته به آن که چه چيز را در آن جزء ( جزء ۶۰۰است که در يک اندازه متوسط آن حدود 

 جزء در آن وجود دارد ۳۰۰ يک سيستم است که حدود  نيزکامپيوتر خانگي. وجود دارد) بناميم
هايي از اين دست   سيستم.تواند باشد  قطعه مي۱۰۰که اجزاء آن تا و تلويزيون يک سيستم است 

  .گويند مي منسجم  راهايي معروفند كه آنها به سيستم
در اين فصل تابع ساختار سيستم منسجم را به عنوان تابعي از اجرا  تشكسل دهنده آن تعريف 

ن يك تابع دو مقدار  معرفي تعريف دقيق تابع ساختار را به عنوا ۲   . ۱ابتدا در بخش . كنيم مي
 بعضي از توابع ساختار متداول در در قابليت اعتماد مهندسي مانند ۳  . ۱در بخش . كنيم مي

در . كنيم ها را ارائه مي  را معرفي كرده و توابع ساختار آنn از kساختارها  مواز ، متوالي و 
دهيم كه   نشان مي  با معرفي بردارها  مسير مينيمال و بردارها  قطع كننده مينيمال، ،۴  . ۱بخش 

  . ها  منسجم را بر اساس اين گونه بردارها نمايش داد  توان توابع ساختار سيستم چگونه مي
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۲

   سيستم و اجزا  آن۲ . ۱
برا  هدفي معين گيريم که شامل تعداد  جزء است و   يک سيستم را در نظر ميادامهدر 

طبيعي است که فرض کنيم عملکرد سيستم تابعي است از عملکرد اجزا  . طراحي شده است
n) nکنيم سيستم دارا   در اينجا فرض مي.  استآن ≥ جزء است و هر جزء در سيستم يا ) 1

,، ixوضعيت يک متغير دو مقدار  برا  توصيف اين . فعال است يا غير فعال ,i n= 1 ، به …
  .کنيم صورت زير تعريف مي

  

ix


= 


1
0                                          

  

کند   سيستم يا به طور رضايت بخش کار ميام درiبا اين نمايش فرض بر اين است که جزء       
کنيم که سيستم نيز در يکي از دو وضعيت فعال  همچنين فرض مي. يا اين که از کار افتاده است

کنيم که   وضعيت سيستم بر حسب وضعيت اجزاء فرض ميتعيينبرا  . يا غير فعال باشد
)وابستگي سيستم به اجزا  آن توسط تابع دو مقدار   )ϕ x، که به تابع ساختار سيستم معروف 

) مشخص شود که در آن ،است , , )nx x=x 1 بنابراين . ييم و به آن بردار وضعيت سيستم گو…
  : داريمxبسته به وضعيت بردار 

  

( )ϕ


= 


x
1
0                                          

 

) شكل تابعي )ϕ x پس از آنکه نوع ارتباط بين اجزاء در سيستم معلوم شود قابل تعيين خواهد 
)نکته قابل ذکر در اينجا اين است که بردار وضعيت . بود , , )nx x=x 1  بردار  است که …

اختيار ) ام غير فعال يا فعال باشدi بسته به اينکه جزء( صفر يا يک را ، مقاديرixعناصر آن، 
.  وضعيت برا  بردار وضعيت اجزاء وجود داردn2 جزء، تعداد nلذا در سيستمي با . کند مي

32=  جزء،۳برا  مثال در يک سيستم با    بردار وضعيت وجود دارد که عبارتند از 8
  

( , , )1 0 1  ( , , )1 1 1  
( , , )1 0 0  ( , , )1 1 0  
( , , )0 0 1  ( , , )0 1 1  
( , , )0 0 0  ( , , )0 1 0  

  

) شود که مقدار لذا بسته به نوع ساختار سيستم هر بردار وضعيت منتج به اين مي       )ϕ x صفر 
) رياضي تابع ديدگاهاگر چه از . يا يک شود )ϕ xشته تواند هيچ محدوديتي از نظر رفتار، ندا  مي

  ،ام فعال باشدiاگر جزء 
  ،ام غير فعال باشدiاگر جزء 

  ،اگر سيستم فعال باشد
  ، غير فعال باشداگر سيستم
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۳

 خود را به توابعي محدود ، تابع ساختار سيستم استϕ اما در اينجا با توجه به اينکه ،باشد
  . کنند کنيم که به آنها توابع يکنوا گوييم و در تعريف زير صدق مي مي

گاه برا   سيستم را يکنوا گوييم هر. يد را در نظر بگيرϕ سيستمي با تابع ساختار  ۱ .۱تعريف 
x≥ که در آن y و xهر دو بردار وضعيت  yداشته باشيم  ،( ) ( )ϕ ϕ≤x y.  

x≥ قرارداد y بدين معني است که i ix y≤ ،, , ,i n= 1 2  i اما حداقل برا  يک ،…
i ix y<حداقل برا  يك  يعني iنامساو  اکيد است  .  

به وضعيت فعال وضعيت يکي از اجزا  سيستم از غير فعال بنابراين يك سيستم يكنواست هرگاه 
  . تبديل شود، وضعيت سيستم بدتر نخواهد شد

jx ،iنامربوط گوييم هرگاه به ازا  هر  ام در سيستم را يك جزءiجزء   ۲ .۱تعريف  j≠  
  

( , , , , , , ) ( , , , , , , )i i n i i nx x x x x x x xϕ ϕ− + − +=1 1 1 1 1 10 1… … … …  
  

  . كنيم ق، يك سيستم منسجم را به صورت زير تعريف ميبا توجه به تعريف فو
يك سيستم را منسجم گوييم هرگاه تابع ساختار آن يكنوا باشد و جزء نامربوط در   ۳ .۱تعريف 

  .آن وجود نداشته باشد
  . کنند هايي سر و کار داريم که در تعريف سيستم منسجم صدق مي در ادامه بحث با سيستم

  
  ها  منسجم  سيستمتوابع ساختار  ۳  . ۱

هايي با ساختار متوالي،  توان از سيستم از معروفترين توابع ساختار در مهندسي قابليت اعتماد مي
  .نام برد...  و n از kساختار مواز ، ساختار 

  ها  متوالي  سيستم
يک سيستم را متوالي .  استمتوالي  منسجم سيستم ها بين سيستمدر ترين نوع ساختار  ساده

 سيستم ،به عبارت ديگر. گوييم هر گاه فعال بودن سيستم مستلزم فعال بودن همه اجزا  آن باشد
ها  متوالي  يک مثال عيني از سيستم. فعال است اگر و تنها اگر همه اجزا  آن فعال باشند
اين طراحي . باشند ار  به شکل زير ميمدارها  الکتريکي متوالي هستند که دارا  نمود

اگر بخواهد از نقطه . جريان برقرار باشد B به نقطه Aها طور  است که بايد از نقطه  سيستم
A به نقطه Bجريان برقرار باشد  . 

  

 
 

  سيستم متوالينمودار  از يك   ۱ .۱شکل 

۱  ۲ n …… A B 
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۴

ها  متنوع ديگر  در  ها  متوالي محدود به مدارها  الکتريکي نيست و مثال اگر چه سيستم     
صنعت وجود دارد که ساختار آنها متوالي است، اما در حالت کلي برا  نمايش ساختار چنين 

  . م رابطه بين اجزا  سيستم مفيد استکنند که برا  فه  استفاده مي۱ .۱ شکلهايي از  سيستم
 جزء باشد و بردار وضعيت آن را با nبا توجه به تعريف سيستم متوالي، اگر سيستم دارا       

( , , , )nx x x=x 1 2 ) آنگاه تابع ساختار سيستم، ،دهيم  نمايش مي… )ϕ x،برابر است با   
  

( ) .
n

i
i

xϕ
=

= ∏x
1

  
  

  يا معادل آن
  

( ) min( , , , ).nx x xϕ =x 1 2 …  
  

) در حالت نمونهآنگاه برا  .  جزء را در نظر بگيريد۳برا  مثال سيستمي با        , , )=x 1 1 0 
)داريم  )ϕ =x )، در حالت 0 , , )=x 0 1 ) داريم 0 )ϕ =x )، در حالت 0 , , )=x 1 0 به دست  1
) آوريم مي )ϕ =x ) و در حالت 0 , , )=x 1 1 ) داريم 1 )ϕ =x 1.  

  
  ها  مواز  سيستم

بر . با ساختار مواز  هستندها   ها  متداول در مهندسي قابليت اعتماد، سيستم از ديگر سيستم
اساس تعريف، سيستم مواز  سيستمي را گويند که فعال بودن آن مستلزم فعال بودن حداقل 

تمام اجزا  آن غير  افتد که به عبارت ديگر، سيستم هنگامي از کار مي. يکي از اجزا  آن باشد
  . دهد  جزء را نشان ميn نمودار يک سيستم مواز  با ۲ .۱شکل . فعال باشند

  

  
  
  
  
  
  
  
 
  

  نمودار سيستم مواز   ۲ .۱شکل 
  

۱ 

۲ 

n 

...
.. 

A B 
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ها در هر کانال مخابراتي  ها  مخابراتي هستند که در آن ها  مواز ، ماهواره مثالي از سيستم      
به عبارت ديگر جهت . شوند چند کانال به طور مواز  جهت انتقال اطلاعات به هم متصل مي

تقال اطلاعات، معمولاً سه يا چهار کانال مخابراتي به صورت مواز  کنار هم قرار اطمينان از ان
  . كنندگيرند تا در صورت از کار افتادن يکي از آنها بقيه انتقال اطلاعات  مي

   جزء بر اساس تعريف سيستم عبارتست ازnتابع ساختار يکي سيستم مواز  با 
  

 )۱. ۱      (                                  ( ) ( ).
n

i
i

xϕ
=

= − −∏x
1

1 1  
  

 اگر حداقل به ازا  يک ، تعريف سيستم مواز  در عبارت فوقدر نظر گرفتنتوجه کنيد که با 
i ،ix = ) آنگاه 1 )ϕ =x ) در غير اينصورت 1 )ϕ =x 0.  

توان نمايش زير را برا  تابع ساختار سيستم مواز  نوشت   ميمتوالي،  به طور مشابه با سيستم      
  .است )۱ .۱(که معادل با نمايش 

( ) max( , , , )nx x xϕ =x 1 2 …  
) جزء اگر ۳به عنوان مثال در يک سيستم مواز  با        , , )=x 1 1 )اه  آنگ0 )ϕ =x ، اگر 1

( , , )=x 0 0 ) آنگاه 1 )ϕ =x ) و اگر 1 , , )=x 0 0 ) داريم 0 )ϕ =x 0.  
ها  ها  منسجم هستند که اصطلاحاً به آن ترين نوع سيستم ها  مواز  از ساده سيستم      

 ممکن است ،ها در کنار جزء مورد نظر در اينگونه سيستم. گويند ا  افزونگي نيز ميه سيستم
اينگونه اجزاء را .  به صورت مواز  قرار دهند، معمولاً با همان کيفيت،يک يا چند جزء را

يکي اجزا  افزوده فعال که هنگام .  دارا  دو نوع هستندغالباًاجزا  افزوده گويند که خود 
لي اين اجزاء نيز به طور همزمان مشغول به فعاليت هستند و ديگر  اجزا  عملکرد جزء اص

شوند و در  افزوده هستند که به صورت آماده باش با جزء اصلي به صورت مواز  متصل مي
کند تا وظيفه آن جزء را انجام  صورت از کار افتادن جزء اصلي يکي از آنها شروع به فعاليت مي

ها باعث بالا  مواز  و ديگر سيستمها   جزا  افزوده در سيستمطبيعي است که وجود ا. دهد
  .شود ها مي رفتن قابليت انجام فعاليت سيستم

  
  n از kها   سيستم
ها  متوالي و مواز   تعميمي از سيستم منسجم، ، به عنوان يك سيستمn از k  سيستميك 
 گوييم هر گاه فعال بودن آن مستلزم فعال بودن n از k جزء را nيک سيستم شامل . است

) kحداقل  )k n≤ جزء از nها   تابع ساختار سيستم.  جزء آن باشدk از nتوان به   را نمي
 kها   نمايش جبر  تابع ساختار سيستم. ها  متوالي و مواز  ارائه کرد فرم بسته مانند سيستم

)با بردار وضعيت  nاز  , , )nx x=x 1   .به صورت زير است …
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۶
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
= 



x
1

0
                        

  

 موتور دارد و فرض ۳ظر بگيريد که ، هواپيمايي را در نn از kها    مثالي از سيستمبه عنوان
 موتور آن فعال ۳ موتور از ۲کنيد برا  آنکه هواپيما بتواند با موفقيت پرواز کند بايد حداقل 

يک نمودار توضيحي برا  .  است۳ از ۲چنين هواپيمايي به عنوان يک سيستم، سيستمي . باشند
 چرا كهتنها جنبه تحليلي دارد توجه کنيد که نمودار . چنين سيستمي به شکل زير خواهد بود

  . گيرد يک جزء در سيستم تنها در يک موقعيت قرار مي
 
 
 

 
  
  

  ۳ از ۲نمودار سيستم   ۳ .۱شکل 
 يا ۲ و ۱شود برا  آنکه سيستم کار کند با حداقل موتورها   با توجه به شکل ملاحظه مي

 اين سيستم  در، مثال برا نبنابراي.  با موفقيت کار کنند۳ و ۲ و يا موتورها  ۳ و۱موتورها  
)اگر  , , )=x 1 1 ) آنگاه 0 )ϕ =x )، اگر 1 , , )=x 0 1 ) آنگاه 1 )ϕ =x ) و اگر 1 , , )=x 0 0 1 
) داريم )ϕ =x 0.  

شود  ها  متوالي و مواز ، مشاهده مي ا توجه به تعريف سيستم ب،ذکر اين نکته ضرور  است که
  .  استn از ۱ است و يک سيستم مواز  يک سيستم n از nکه سيستم متوالي يک سيستم 

  
   مواز-  متواليها   سيستممتوالي و-ها  مواز  سيستم

-ها  متوالي متوالي و سيستم-ها  مواز  ها  منسجم سيستم دو نوع متدوال ديگر از سيستم
متوالي متشکل از تعداد  زير سيستم هستند که در آن اجزا  -ها  مواز  سيستم. مواز  هستند
 خود به صورت مواز  به ها ها به صورت متوالي به هم متصل شده و سپس زير سيستم زير سيستم

اگر 
=

≥∑
1

n

i
i

x k،  

 ،در غير اينصورت

۱ ۲ 

۱ ۳ 

۳ ۲ 
A B 
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دهد که  متوالي را نشان مي- يک سيستم مواز ۴ .۱به عنوان مثال نمودار . اند شدههم متصل 
  . جزء است۵دارا  

 
 
 
 
 

  متوالي-سيستم مواز   ۴ .۱شکل 
 ۵ و ۴، ۳اجزا  . دهند اند که تشکيل يک زير سيستم را مي  متوالي۲ و ۱در اين سيستم اجزا  

ها به صورت  حاصل اين زير سيستم. دهند اند که تشکيل يک زير سيستم ديگر مي نيز متوالي
ها  مواز  و متوالي بيان  بنابراين، بر اساس آنچه برا  سيستم. اند مواز  به يکديگر متصل شده

  :تابع ساختار اين سيستم برابر است باكرديم، 
  

[ ]
[ ]

( , , , ) ( )( )

max min( , ),min( , , )

x x x x x x x x

x x x x x

ϕ = − − −

=
1 2 5 1 2 3 4 4

1 2 3 4 5

1 1 1…  
  

توان  ها را مي ين سيستما. مواز  را تعريف کرد-توان يک سيستم متوالي به طور مشابه مي
ها به صورت مواز  به يکديگر  متشکل از چند زير سيستم دانست که در آن اجزا  زير سيستم

به . اند ها  حاصل به صورت متوالي کنار يکديگر قرار گرفته متصل شده و سپس زير سيستم
  .عنوان مثال سيستمي با نمودار زير را در نظر بگيريد

  
  

  
  
  
  
  

  مواز -م متواليسيست  ۵ .۱شکل 
 به صورت مواز  تشکيل يک زير ۳ و ۲، ۱ جزء است که در آن اجزا  ۶اين سيستم دارا  

با  سپس حاصل اين دو زير سيستم  متوالي شده و۴تك جزئيسيستم داده و حاصل با زير سيستم 

A B 

۱ ۲ 

۵ ۳ ۴ 

۱ 

۳ 

۵ 

۶ 
۴ ۲ 
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۸

 تابع ساختار اين.  به صورت متوالي متصل شده است۶ و ۵زير سيستمي متشکل از اجزا  مواز  
  سيستم برابر است با

  

[ ] [ ]
[ ]

( , , , ) ( )( )( ) ( )( )

min max( , , ), ,max( , ) .

x x x x x x x x x

x x x x x x

ϕ = − − − − − − −

=
1 2 6 1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 1 1 1 1 1 1…  

  
  ها  مينيمال ها بر اساس بردار مسيرها و قطع کننده   نمايش ساختار سيستم۴   . ۲

ها  پايه در   ديديم که سيستم،ها ارائه شد ها  قبل در مورد سيستم هايي که در بخش در مثال
اما در . هايي است  سر  يا ترکيبي از چنين سيستممهندسي قابليت اعتماد به صورت متوالي،

تر  در مقايسه با  ها  پيچيده هايي مواجه شويم که شکل دنيا  واقعي ممکن است با سيستم
تر يکي از ابزارها  مهم  ها  پيچيده در تحليل سيستم. ها  اشاره شده در بالا داشته باشند سيستم

ها    قطع کنندهها  مسير مينيمال و بردارها  بردارا بر مبنها  استفاده از نمايش ساختار سيستم
. پردازيم قبل از آنکه تعريف اينگونه بردارها را ارائه کنيم به ذکر يک مثال مي. مينيمال است

  نمودار زير باشدساختار  با  جزء دارا  ۵فرض کنيد سيستمي با 
  
  
  
  
  
  

  سيستم پل  ۶ .۱شکل 
اين سيستم هيچکدام از . به سيستم پل معروف است ، در مبحث قابليت اعتماد،اين سيستم

ها  مختلفي وجود  برا  تحليل اين سيستم روش.  نيستn از kها  مواز ، متوالي يا  سيستم
خص نموده و سپس تابع ساختار  را مشxاولين روش آن است که تمام بردارها  وضعيت . دارد
) ،سيستم )ϕ x، را به ازا  هر xدر اينجا با توجه به اينکه تعداد اجزا  سيستم .  تعيين کنيم
n = 52= است، تعداد 5 بردارها  وضعيت سيستم  ۱    .  ۱دول ج.  بردار وضعيت وجود دارد32

  . دهد و مقادير تابع ساختار سيستم را به ازا  هر بردار وضعيت نشان مي
بينيم که تعيين تمام بردارها    مي،که سيستم چندان پيچيده نيست، عليرغم آن مثالدر اين 

سيستم بنابراين اگر . ا  نيست وضعيت برا  سيستم و محاسبه تابع ساختار سيستم کار ساده

۱ 

۲ 

۴ 

۵ 

۳ 
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 داشته باشد، محاسبه تمام بردارها  وضعيت و در نتيجه محاسبه تابع ساختار تر ساختار  پيچيده
برا  غلبه بر چنين مشکلاتي . سيستم برا  هر بردار وضعيت کار طاقت فرسايي خواهد بود

دامه  در ا.مفاهيم بردارها  قطع کننده مينيمال و بردارها  مسير مينيمال بسيار مفيد خواهد بود
  . کنيم آنها را تعريف مي

  

) را يک بردار مسير گوييم هر گاه xيک بردار وضعيت   ۴  . ۱تعريف  )ϕ =x مجموعه تمام . 1
ixهايي که در آنها  انديس = )به عبارت ديگر اگر . ، را مجموعه مسير گوييم1 )P P= x 

}مجموعه مسير باشد آنگاه  }, iP i x= =  و xعلاوه بر آن اگر به ازا  دو بردار وضعيت . 1
y به طور  که <y x داشته باشيم ( )ϕ =y  را بردار مسير مينيمال و مجموعه xردار  آنگاه ب0

  .مسير متناظر را مجموعه مسير مينيمال گوييم
   وضعيت و تابع ساختار سيستم پل  بردارها ۱ .۱جدول 

( )ϕ x  x  ( )ϕ x  x  
1  ( , , , , )0 1 1 1 1  1  ( , , , , )1 1 1 1 1  
1  ( , , , , )0 1 1 1 0  1  ( , , , , )1 1 1 1 0  
1  ( , , , , )0 1 1 1 0  1  ( , , , , )1 1 1 0 1  
0  ( , , , , )0 1 1 0 0  0  ( , , , , )1 1 1 0 0  
1  ( , , , , )0 1 0 1 1  1  ( , , , , )1 1 0 1 1  
0  ( , , , , )0 1 0 1 0  1  ( , , , , )1 1 0 1 0  
1  ( , , , , )0 1 0 0 1  1  ( , , , , )1 1 0 0 1  
0  ( , , , , )0 1 0 0 0  0  ( , , , , )1 1 0 0 0  
0  ( , , , , )0 0 1 1 1  1  ( , , , , )1 0 1 1 1  
0  ( , , , , )0 0 1 1 0  1  ( , , , , )1 0 1 1 0  
0  ( , , , , )0 0 1 0 1  1  ( , , , , )1 0 1 0 1  
0  ( , , , , )0 0 1 0 0  0  ( , , , , )1 0 1 0 0  
0  ( , , , , )0 0 0 1 1  1  ( , , , , )1 0 0 1 1  
0  ( , , , , )0 0 0 1 0  1  ( , , , , )1 0 0 1 0  
0  ( , , , , )0 0 0 0 1  0  ( , , , , )1 0 0 0 1  
0  ( , , , , )0 0 0 0 0  0  ( , , , , )1 0 0 0 0  

  



  ها ساختار سیستم
  

۱۰

بر اساس اين تعريف يک مسير مينيمال، يک بردار وضعيت است که به ازا  آن سيستم فعال       
. است و اگر حداقل يکي از اجزا  فعال آن بردار غير فعال شود سيستم نيز غير فعال خواهد شد

يک بررسي ساده نشان . اند اکنون ببينيم در مورد سيستم پل بردارها  مسير مينيمال چگونه
 كه همراه با مجموعه مسيرها  مينيمال  بردار مسير مينيمال است۴دهد که اين سيستم دارا   مي

  .اند  آمده۲  . ۱ها در جدول  متناظر آن
  

  ها  مسير مينيمال بردارها و مجموعه  ۲ .۱جدول 
) مسير مينيمالبردار  )P  نيمالميمسير  مجموعه ( )x  

{ },P =1 1 4  { }, , , ,=x 1 1 0 0 1 0  
{ },P =2 2 5  { }, , , ,=x 2 0 1 0 0 1  

{ }, ,P =3 1 3 5  { }, , , ,=x 3 1 0 1 0 1  
{ }, ,P =4 2 3 4  { }, , , ,=x 4 0 1 1 1 0  

 ۴اگر بخواهد سيستم پل فعال باشد بايد حداقل يکي از .      اکنون به استدلال زير توجه کنيد
در مسير مينيمال اول بايد هر دو جزء اول و چهارم فعال .  اتفاق بيافتدآنبردار مسير مينيمال 

متوالي در نظر توان مانند يک زير سيستم   اين بدين معني است که جزء اول و چهارم را مي.باشند
)اگر تابع ساختار اين زير سيستم را با . گرفت )ρ x1نمايش دهيم داريم   

  

( ) .i
i p

x x xρ
∈

= =∏x
1

1 1 4  
  

توان يک  يعني اين دو جزء را مي.  فعال باشند۵ و ۲در مسير مينيمال دوم بايد هر دو جزء       
)بع ساختار آن را با  اگر تا.زير سيستم متوالي در نظر گرفت )ρ x2نمايش دهيم داريم   

  

( ) .i
i p

x x xρ
∈

= =∏x
2

2 2 5  
  

  به همين ترتيب برا  بردارها  مينيمال سوم و چهارم داريم
  

( ) ,i
i p

x x x xρ
∈

= =∏x
3

3 1 3 5  

  و
  

( ) .i
i p

x x x xρ
∈

= =∏x
4

4 2 3 4  
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ها  کرد حداقل يکي از اين زير سيستمکه عملکرد سيستم پل مستلزم عمل حال با توجه به اين
لذا تابع . اند ها به صورت مواز  به هم متصل شده است، اين بدين معني است که زير سيستم

   برابر است با با توجه به ساختار سيستم مواز ساختار سيستم
  

)۱  .  ۲     (         

( ) ( ( ))

( )

( )( )( )( ).
j

j
j

i
j i p

x

x x x x x x x x x x

ϕ ρ
=

= ∈

= − −

= − −

= − − − − −

∏

∏ ∏

x x
4

1
4

1

1 4 2 5 1 3 5 2 3 4

1 1

1 1

1 1 1 1 1

  

  

  .دهد  مينيمال نشان ميها  مسير حسب بردار نمودار سيستم پل را بر۷ . ۱شکل 
ها استفاده از مفهوم بردارها  قطع  ها  بدست آوردن تابع ساختار سيستم يکي ديگر از روش

  . پردازيم کننده مينيمال است که در ادامه به آن مي
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  نمودار ساختار سيستم پل برحسب مسيرها  مينيمال  ۷ .۲شکل 
) را يک بردار قطع کننده گوييم هر گاه xبردار وضعيت يک   ۵   .   ۱تعريف  )ϕ =x مجموعه . 0

ixها  هايي که در آن تمام انديس = به عبارت ديگر اگر .  را مجموعه قطع کننده گوييم0
( )C C= xآنگاه ، باشد مجموعه قطع کننده { }, iC i x= =  دو y و xعلاوه بر آن اگر . 0

x>بردار وضعيت باشند به طوريکه  y و ( )ϕ =y ا يک بردار  رx آنگاه بردار قطع کننده 1
  . قطع کننده مينيمال گوييم

     با توجه به تعريف، يک بردار قطع کننده مينيمال بردار  است که به ازا  آن سيستم از کار 
  . افتد افتد و اگر حداقل يکي از اجزا  آن بردار فعال شود، سيستم به کار مي مي

۱ ۴ 

۲ ۵ 

۱ ۵ 

۲ ۴ 

۳ 

۳ 
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۱۲

نيمال و مجموعه قطع کننده گيريم که بردارها  قطع کننده مي با يک بررسي ساده نتيجه مي
  .  خواهند بود۳   .  ۱جدول متناظر در سيستم پل به صورت 

   مينيمالكننده قطعها   بردارها و مجموعه   ۳   .۱جدول 
)مينيمال قطع كننده مسير  )C  مينيمال قطع كننده  مجموعه( )x  

{ },C =1 1 2  { }, , , ,=x 1 0 0 1 1 1  
{ },C =2 4 5  { }, , , ,=x 2 1 1 1 0 0  

{ }, ,C =3 1 3 5  { }, , , ,=x 3 1 0 1 0 1  
{ }, ,C =4 2 3 4  { }, , , ,=x 4 1 0 0 0 1  

پل را بر اساس بردارها  قطع کننده مينيمال آن توان تابع ساختار سيستم  اکنون با استدلال زير مي
جزء اول يا دوم فعال باشد و  x1اگر بخواهد سيستم فعال باشد بايد در بردار قطع کننده . نوشت

شود که  بنابراين ملاحظه مي... ، جزء چهارم يا پنجم فعال باشد و x2در بردار قطع کننده 
هايي در نظر گرفت که به صورت متوالي به  توان تابع ساختار سيستم را متشكل از زير سيستم مي

 به صورت مواز  کنار هم است كهاند که در آن هر زير سيستم دارا  اجزايي  هم متصل شده
  . اند قرار گرفته

  وجود دارد که عبارتند از) به تعداد بردارها  قطع کننده مينيمال( چهار زير سيستم اين مثالدر 
  

( ) ( ) ( )( ),j
j C

k x x x
∈

= − − = − − −∏x
1

1 1 21 1 1 1 1  
  

( ) ( ) ( )( ),j
j C

k x x x
∈

= − − = − − −∏x
2

2 4 51 1 1 1 1  
  

( ) ( ) ( )( )( ),j
j C

k x x x x
∈

= − − = − − − −∏x
3

3 1 3 51 1 1 1 1 1  
  

( ) ( ) ( )( )( ).j
j C

k x x x x
∈

= − − = − − − −∏x
4

4 2 3 41 1 1 1 1 1  
  

  ؛به صورت زير قابل نمايش استو بنابراين تابع ساختار سيستم 
  

)۱  .    ۳                                      (
( ) ( )

( ( )).
i

i
i

j
i j C

k

x

ϕ
=

= ∈

=

= − −

∏

∏ ∏

x x
4

1
4

1
1 1

  



...ها بر اساس  نمایش ساختار سیستم  
 

۱۳

ها  مينيمال سيستم   نمودار تحليلي تابع ساختار سيستم پل را بر اساس بردار قطع کننده۸ .۱شکل 
  . دهد نشان مي

  
  
  
  
  
  

  ها  مينيمال ساختار سيستم پل بر حسب قطع کننده  ۸ .۲ شكل

برا   توجه به اينكه با(آنگاه را ساده ساز  کنيم ) ۳ .۱(و ) ۲ .۱(ها        اگر طرف راست تساو 
iهر متغير دو مقدار  ix x=2( ها  حاصل با هم برابر خواهند شد عبارت .  

رسيم که تابع       از نتايج به دست آمده در مورد سيستم پل در جمع بند  به اين نتيجه مي
معادل است که بر  به طور مشروح ارائه شد دارا  دو نمايش ۱ .۱ساختار سيستم که در جدول 

بنابراين مجدداً به . آيد مبنا  بردارها  مسير مينيمال و بردارها  قطع کننده مينيمال به دست مي
 مينيمال و بردارها  قطع کننده مينيمال ما  مسيرکنيم که استفاده از بردارها  اين نکته تأکيد مي

متوالي و يا -ت ساختارها  مواز سازد که تابع ساختار سيستم پل را به ترتيب به صور را قادر مي
در حالت اول اجزا  فعال داخل مسيرها  مينيمال به صورت متوالي به . مواز  بنويسيم-متوالي

گيرند و در حالت  ها  حاصل به صورت مواز  کنار هم قرار مي هم متصل و سپس زير سيستم
ها  حاصل  ير سيستمها  مينيمال به صورت مواز  و سپس ز دوم اجزا  فعال داخل قطع کننده

اين واقعيت يک نتيجه کلي است که در مورد . شوند به صورت متوالي به هم متصل مي
 قضيه کلي زير را خواهيم داشت که اثبات آن ،بنابراين. ها  منسجم دلخواه صادق است سيستم

شود و لذا آن را به خواننده واگذار  از آنچه در مورد سيستم پل استدلال کرديم حاصل مي
  .كنيم مي

) يک سيستم منسجم دلخواه با تابع ساختار  ۱ .۱قضيه  )ϕ xرا در نظر بگيريد  .  
,اگر ) الف , ,lP P P2    مجموعه مسيرها  مينيمال سيستم باشند آنگاه…1

  

( ) ( ).
i

l

j
i j P

xϕ
= ∈

= − −∏ ∏x
1

1 1  
  

,اگر ) ب , ,kC C C2   ها  مينيمال سيستم باشند آنگاه ع کنندهمجموعه قط …1

۲ 

۱ 

۵ 

۴ 
۱ 

۵ 

۳ 

۲ 

۴ 

۳ 
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۱۴

( ) ( ( )).
i

k

j
i j C

xϕ
= ∈

= − −∏ ∏x
1

1 1  
  

با توجه به ( پس از ساده ساز  عبارات ۱ .۱ در قضيه ها  تساو  راستلازم به ذکر است که طرف
mاينکه برا   ≥ 1 ،m

i ix x= (شود به نتيجه يکسان منتهي مي.  
توان  ، تابع ساختار سيستم منسجم را مي۱  .  ۱ها  مواز  و متوالي و قضيه  ه به تعريف سيستمبا توج

  . به صورت زير نيز نمايش داد
  

( ) max min ,
i

ij Pi p
xϕ

∈≤ ≤
=x

1
  

  

  و
  

( ) min min
i

ii k j C
xϕ

≤ ≤ ∈
=x

1
  

  

ها  منسجم  تمقبل از اينکه اين فصل را به پايان برسانيم دو قضيه زير را در ارتباط با ساختار سيس
ابتدا قرارداد زير را معرفي . ها مفيد هستند کنيم که در تحليل قابليت اعتماد سيستم ارائه مي

.کنيم مي
( ),

n n

i i
ii

x x
==

= − −∏
11

1 1C  
  

( )( ),x x x x= − − −1 2 1 21 1 1C  
  

( , , ),n nx y x y=x y 1 1C C … C  
  

. ( . , , . ).n nx y x y=x y 1 1 …  
  

  جزء باشد، آنگاه n تابع ساختار يک سيستم منسجم با ϕ فرض کنيد  ۲ .۱ قضيه
( )

nn

i i
i i

x xϕ
= =

≤ ≤∏ x
1 1

C  

    .اثبات
فرض کنيم 

n

i
i

x
=

=∏
1

nx آنگاه 1 x x= = = =1 2 ها    در نتيجه طبق تعريف سيستم.…1

)منسجم  )ϕ =x )لذا در اين حالت . 1 )
n

i
i

x ϕ
=

≤∏ x
1

اگر . 
n

i
i

x
=

=∏
1

آنگاه نامساو  بديهي  0
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اگر . شود بنابراين نامساو  سمت چپ اثبات مي. است
n

i
i

x
=

=
1

0C  يا معادل با آن

( )
n

i
i

x
=

− − =∏
1

1 1 nx آنگاه 0 x x= = = =1 2 ) در نتيجه طبق تعريف .…0 )ϕ =x  لذا در .0

) اين حالت )
n

i
i

xϕ
=

≤x
1

C . اگر
n

i
i

x
=

=
1

1C   آنگاه نامساو  بديهي است در نتيجه نامساو
  ■                                                                        .                             شود راست نيز اثبات مي

کند که تابع ساختار هر سيستم منسجم دلخواه همواره بين توابع    اين قضيه بيان مي۱    .۱نتيجه 
  . گيرد ها  متوالي و مواز  قرار مي ساختار سيستم

  آنگاه.  تابع ساختار يک سيستم منسجم باشدϕ فرض کنيد  ۳ .۱ قضيه
))  الف ) ( ) ( )ϕ ϕ ϕ≥x y x yC C  
))  ب . ) ( ). ( )ϕ ϕ ϕ≤x y x y  

  .  اثبات
i داريم i به ازا  هر )الف i ix y x≥C، بنابراين با توجه به اينکه ϕ تابعي صعود  است 

)داريم  ) ( )ϕ ϕ≥x y xC.آوريم  به طور مشابه به دست مي( ) ( )ϕ ϕ≥x y yC .در نتيجه  
  

( ) max[ ( ), ( )]
( ) ( )

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

≥
≡

x y x y
x y

C
C

  
  

 .کنيم شود و لذا اثبات آن را به خواننده واگذار مي  مشابه با قسمت الف اثبات ميا  شيوه به )ب
  ■                                                                                           .بنابراين اثبات قضيه كامل است

کند و آن اين   يک نتيجه مهم در مورد ساختار سيستم را بيان مي۳ .۲در قضيه ) الف(قسمت 
ها  يکي سيستم مؤثرتر است از افزونگي در  در سطح مؤلفه) مواز  ساز (است که افزونگي 

  . استسطح سيستم
  
  ل يمسا  ۵   . ۱
ها  زير بردارها  مسير مينيمال و بردارها  قطع کننده مينيمال را تعيين    در هر يک از سيستم.۱

  .کنيد
   جزء۳يک سيستم متوالي با ) الف
   جزء۳يک سيستم مواز  با ) ب
  .۳ از ۲يك سيستم ) ج



  ها ساختار سیستم
  

۱۶

يين  با نمودار زير را تعهايي  بردارها  مسير مينيمال و بردارها  قطع کننده مينيمال سيستم.۲
  .کنيد

  
  
  
  
  
  
  
  

  

  
  
  
  
  
ها  زير را به دست آورده و با    بردارها  مسير مينيمال و بردارها  قطع کننده مينيمال سيستم.۳

  . تابع ساختار هر يك از دو سيستم را مشخص كنيد.هم مقايسه کنيد
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

۱ ۲ ۳ 

۴ ۵ 

۶ ۷ 

۱ 
۴ 

۵ 

۲ ۳ 

۱ ۳ 

۲ ۴ 

۳ 

۴ 

۱ 

۲ 



 مسایل
 

۱۷

  ،۳  .  ۱درقضيه . باشددار زير سيستمي با نمو تابع ساختار ϕفرض كنيد   .۴
)نمودار ) الف )ϕ x yC و ( ) ( )ϕ ϕx yCرا مشخص كنيد .  
)نمودار ) ب . )ϕ x y و ( ). ( )ϕ ϕx yرا مشخص كنيد  .  
  
  
  
  
  

  

افتد اگر و تنها اگر سيستم  فاق مي تساو  ات)الف( ثابت کنيد که در قسمت ۳ .۱ در قضيه . ۵
  .تساو  برقرار است اگر و تنها اگر سيستم متوالي باشد) ب(مواز  باشد و در قسمت 

  

)،ϕ  ثابت كنيد در يك سيستم منسجم با تابع ساختار .۶ , , , )ϕ =1 1 1 ) و …1 , , , )ϕ =0 0 0 0….  
  

  .  زير را در نظر بگيريد  نمادها .۷
( , ) ( , , , , , , )i i i nx x x x− +=x 1 1 11 1… …  

  

( , ) ( , , , , , , )i i i nx x x x− +=x 1 1 10 0… …  
  

  توان به صورت زير نمايش داد  را ميϕو ثابت كنيد تابع ساختار 
  

( ) ( , ) ( ) ( , )i i i ix xϕ ϕ ϕ= + −x x x1 1 0  
  

  .ود داشته باشد  مثالي از يك سيستم ارائه كنيد كه در آن يك جزء نامربوط وج.۸
  

همچنين . كنند  به طور مستقل از يكديگر عمل ميC5 و C1 ،C2 ،C3 ،C4فرض كنيد   .۹
  دهيم به صورت زير ساخته شده باشد  نمايش ميik كه با iفرض كنيد سيستم 

k1  شامل اجزا C1 و C2اند  است كه متوالي  
k2  شامل اجزا C3 و C4 اند  است كه مواز  
k4 شامل C5است   

  اند  كه متواليباشندk3 و k1،  k2 متشكل از kاگر سيستم 
  . را رسم كنيدkنمودار سيستم ) الف
  . را تعيين كنيدkكننده مينيمال  بردارها  مسير مينيمال و بردارها  قطع) ب
  

۱ 

۲ 

۳ 



  
  

  
  
  

۲  
  
  

  ها  منسجم قابليت اعتماد سيستم
  
  

    مقدمه۱  . ۲
ها  منسجم را تعريف كرده و ساختارها  پايه در قابليت اعتماد   تابع ساختار سيستماولدر فصل 

معرفي مفاهيم بردارها  با . را معرفي كرديم...  و n از kمتوالي، -مانند ساختارها  مواز 
توان تابع ساختار يك سيستم منسجم را بر حسب  مسير و قطع كننده مينيمال ديديم كه چگونه مي

ها  منسجم را  در اين فصل قابليت اعتماد سيستم. ها  مينيمال نمايش داد كننده مسيرها و قطع
ها  منسجم را بر  ت اعتماد سيستم، قابلي۲   .   ۲در بخش در بخش ابتدا، . دهيم مورد مطالعه قرار مي

. آوريم به دست ميحسب قابليت اعتماد اجزا  آن در حالتي كه اجزا  سيستم مستقل هستند 
روش اول استفاده از بردارها  . كنيم سپس دو روش برا  محاسبه قابليت اعتماد سيستم ارائه مي

  كه بعضاً  تجزيه است  ضيهروش دوم استفاده از ق. مسير و بردارها  قطع كننده مينيمال است
، معيار  ارائه   ۳ .    ۲در بخش . كند تر مي ها  پيچيده را ساده محاسبات قابليت اعتماد سيستم

بخش . كنيم گير  مي كنيم كه با استفاده از آن اهميت نسبي قابليت اعتماد سيستم را اندازه مي
استقلال (ه اجزا  سيستم وابسته هستند ها  منسجم را در حالتي ك  قابليت اعتماد سيستم  ۴ .   ۲

 با توجه به اين كه محاسبه قابليت اعتماد ،در اين بخش. دهد مورد مطالعه قرار مي) آمار  ندارند
كنيم كه از  هايي برا  قابليت اعتماد سيستم ارائه مي در حالت وابستگي اجزاء مشكل است، كران

  . عملي كاربردهايي فراواني دارندتر هستند و در مقاصد  نقطه نظر محاسباتي ساده
  



   با اجزاي مستقلهاي منسجم قابلیت اعتماد سیستم
  

۱۹

  ها  منسجم با اجزا  مستقل   قابليت اعتماد سيستم۲     . ۲
كنند   جزء است كه به طور مستقل عمل ميnكنيم سيستم منسجم دارا   در ادامه فرض مي

كنيم  فرض مي). دگير ها  بعد مورد بررسي قرار مي اند در بخش حالتي كه اجزاء وابسته(
( , , , )nx x x=x 1 2 ) با  همانند قبل بردار وضعيت اجزاء باشد و تابع ساختار سيستم را… )ϕ x 

 ام، يك متغير تصادفي دو مقدار  باشدiكنيم وضعيت جزء  همچنين فرض مي. دهيم نمايش مي
  احتمال زير است،كه دارا  تابع جرم 

  

( )

i

i i

i

p

P X x

p



= = 

 −1

                           

 
≥ipبه طوريكه ≤0 1.  

ip را قابليت اعتماد جزء iقابليت اعتماد جزء بنابراين. ام گوييم iرابر است با احتمال اينكه ام ب
  توجه كنيد كه. ام فعال باشدiجزء 

  

( )
( )

i i

i

p P X

E X

= =

=

1  
  

به طور مشابه قابليت اعتماد .  استiX )مقدار متوسط ("اميد رياضي" نشان دهنده Eكه در آن 
  .شود به صورت زير تعريف مي) ا توجه به اينكه تابع ساختار سيستم دو مقدار  استب(سيستم 

  

( ) ( )( ) ( )P Eϕ ϕ= =X X1  
  

 قابليت اعتماد سيستم تابعي از قابليت اعتماد اجزا  آن ، استx تابعي از بردار ϕاز آنجايي كه 
) از بردار يعني تابعي ), , , np p p=p 1 2 ) است كه اين تابع را با … )h pدهيم  نمايش مي .

  داريم
  

( )( ) ( )h E ϕ=p X  
  

npاگر  p p= = =1 2 ) از علامت … )h pكنيم  استفاده مي .  
اند، را  ا  پايه در قابليت اعتماد، در حالتي كه اجزاء مستقله در ادامه قابليت اعتماد سيستم

  .كنيم محاسبه مي

ixاگر  = 1  
  ،)ام فعال باشدiجزء (

ixاگر  = 0  
 ،)ام غير فعال باشدiجزء (



  هاي منسجم قابلیت اعتماد سیستم
  

۲۰

    سيستم متوالي۱  .  ۲   .   ۲
ام i جزء  عمل كنند اگر اجزا  آن مستقل از يكديگروفرض كنيد ساختار سيستم متوالي باشد 

   آنگاه،شد باipدارا  قابليت 
  

( )

( )

( ) ( )

.

n

i
i

n

i
i

n

i
i

h E

E X

E X

p

ϕ

=

=

=

=

 
=  

 

=

=

∏

∏

∏

p X

1

1

1

  

شود كه قابليت اعتماد سيستم متوالي تابعي صعود  از قابليت   ملاحظه مياين نمايشبا توجه به 
و تابعي نزولي از ) البته اين مسئله برا  هر سيستم منسجمي درست است(اعتماد اجزا  آن است 
ipدر حالت خاص اگر . تعداد اجزا  سيستم است p= ،, , ,i n= 1 2   ، داريم…

  

( ) .nh p p=  
  مواز سيستم   ۲  .  ۲  .   ۲

)فرض كنيد  )ϕ x  با اجزا  مستقل باشد به طوريكه قابليت  تابع ساختار يك سيستم مواز
  آنگاه است،  ipم اiجزء  اعتماد

  

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

.

n

i
i

n

i
i

n

i
i

h E

E X

E X

p

ϕ

=

=

=

=

 
= − − 

 

= − −

= − −

∏

∏

∏

p X

1

1

1

1 1

1 1

1 1

  

شود كه قابليت اعتماد يك سيستم مواز  تابعي صعود  از قابليت   ميمشاهدهاز نتيجه حاصل 
ipدر حالت خاص كه .  اجزا  سيستم استتعداداعتماد اجزا  آن و تابعي صعود  از  p= ،

, , ,i n= 1 2   ، داريم…
  

( ) ( ) .nh p p= − −1 1  
  

 از فرض استقلال

 از فرض استقلال



   با اجزاي مستقلهاي منسجم قابلیت اعتماد سیستم
  

۲۱

  n از kسيستم   ۳.  ۲  .  ۲
رحالت خاص اگر د. ا  ندارد  در حالت كلي شكل سادهn از kها   قابليت اعتماد سيستم

npدارا  قابليت يكسان باشند، يعني مستقل و اجزا  سيستم  p p p= = = =1 2    داريم،…
  

( )( ) ( )

( ) .

n

i
i

n
i n i

i k

h E

P X k

n
p p

i

ϕ

=

−

=

=

 
= ≥ 

 
 

= − 
 

∑

∑

p X

1

1

  

  

، موجودها   شود كه تحت فرض كه تساو  اخير از اين واقعيت نتيجه مي
n

i
i

X
=

∑
1

 دارا  توزيع 
 تابع ،nمقدار ثابتشود كه برا   به راحتي مشاهده مي.  استp و n  ا  با پارامترها دو جمله

اعتماد سيستم تابعي  ثابت تابع قابليت k نزولي است و برا  kقابليت اعتماد سيستم برحسب 
)توان نشان داد كه  همچنين مي.  استnصعود  از  )h p تابعي صعود  از p است كه اثبات 

  .شود آن به عنوان تمرين به خواننده واگذار مي
همچنين .  پمپ آب است۳ راكتور اتمي دارا  فرض كنيد سيستم خنك كننده يك  ۱ .  ۲ مثال

 در يك فاصله ۹۵/۰ها به طور مستقل از يكديگر و هر يك با قابليت اعتماد  فرض كنيد پمپ
 پمپ عمل كنند، ۲حداقل لازم باشد اگر برا  خنك كردن راكتور . كنند  ساعتي كار مي۱۰۰۰

  .قابليت اعتماد سيستم خنك كننده را محاسبه كنيد
)   اگر.حل )h 0    ساعتي باشد آنگاه داريم،۱۰۰۰ قابليت اعتماد سيستم در فاصله زماني /95

  

( ) ( ) ( )
n

j j

j

h
j

−

=

 
=  

 
=

∑ 3

1

30 95 0 95 0 05

0 992

/ / /

/
  

  

  . توجه كنيد كه در اينجا قابليت اعتماد سيستم از قابليت اعتماد هر يك از اجزا  آن بيشتر است
  

  تر كليها  منسجم    سيستم۴.  ۲  .  ۲
توان   چگونه مي،در حالتي كه اجزا  سيستم مستقل از يكديگر كار كنند، ديديمقبل در بخش 

ها   در مورد سيستم.  را محاسبه نمودn از kمتوالي و -ها  مواز  قابليت اعتماد سيستم
طاقت فرسايي باشد به ويژه اگر تعداد تر اغلب محاسبه قابليت اعتماد ممكن است كار  پيچيده

همانطور .  دوباره در نظر بگيريدرا ۱به عنوان مثال سيستم پل در فصل . اجزا  سيستم زياد باشد



  هاي منسجم قابلیت اعتماد سیستم
  

۲۲

52= ملاحظه شد، سيستم پل دارا   ۱ . ۱كه در جدول   حالت ۱۶ برا  بردار وضعيت بود كه 32
)برا  محاسبه قابليت اعتماد سيستم بايد . بوداز بردارها  وضعيت سيستم فعال  )( )P ϕ =X 1 

 به عنوان . حالت محاسبه كرده و سپس مقادير حاصل را با هم جمع كنيم۱۶را در هر يك از اين 
 فعال باشند آنگاه p5و ... ، p1 ،p2ها   مثال اگر اجزاء مستقل از هم و به ترتيب با قابليت

)قابليت اعتماد سيستم به ازا  بردارها  وضعيت مختلف برابر  )h p  خواهد بود كه در جدول
  زير ارائه شده است

  

( )h p  ( )ϕ x  x  
p p p p p1 2 3 4 5  ١  ( , , , , )1 1 1 1 1  

( )p p p p p−1 2 3 4 51  ١  ( , , , , )1 1 1 1 0  

...
  ...
  ...
  

( ) ( )( )p p p p p− − −1 2 3 4 51 1 1  ١  ( , , , , )0 1 0 0 1  
  

 به اين نتيجه ،دست و پاگير پس از انجام عمليات جبر  ،اگر مقادير حاصل را جمع كنيم
  رسيم كه قابليت اعتماد سيستم برابر است با مي

  

( )
.

h p p p p p p p p p p p p p p

p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p

= + + + −

− − − − +

p 1 4 2 5 1 3 5 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 5 1 2 4 5 1 3 4 5 2 3 4 5 1 2 3 4 52  
  

  كنند دارا  قابليت يكسان نيز باشند آنگاه اگر اجزا  سيستم علاوه بر اينكه مستقل عمل مي
  

( ) .h p p p p= + − +p 2 3 4 52 3 5 2  
 ۵سيستم در اين حالت با وجود اينكه دارا  فقط همانطور كه ملاحظه شد محاسبه قابليت اعتماد 

كنيم كه  در ادامه دو روش برا  محاسبه قابليت اعتماد ارائه مي. باشد جزء است كار ساده نمي
  . دهند محاسبات را به طور چشمگير  كاهش مي

همانطور كه در . قطع كننده مينيمال استبردارها   استفاده از بردارها  مسير و :روش اول
 دوم ديديم تابع ساختار سيستم بر اساس بردارها  مسير و بردارها  قطع كننده به صورت فصل

  .زير قابل نمايش است
  

( )

( ) .

i

i

l

j
i j P

k

j
i j C

x

x

ϕ
= ∈

= ∈

 
= − −  

 
 

= − −  
 

∏ ∏
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x
1

1

1 1

1 1
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۲۳

   قابليت اعتماد سيستم برابر است بابنابراين
  

( ) ( ( ))

( ) .

i

i

l

j
i j P

k

j
i j C

h E

E X

E X

ϕ

= ∈

= ∈

=

  
= − −      

  
= − −      

∏ ∏

∏ ∏

p X

1

1

1 1

1 1

                   

  

جزء در چند بردار مسير مينيمال يا چند بردار قطع بايد توجه داشت كه چون ممكن است يك 
لذا . توان داخل عبارت كروشه بٍِرد كننده مينيمال ظاهر شود در وحله اول اميد رياضي را نمي

 اميد باشيم داخل كروشه را حتي الامكان ساده ساز  نمود به طوريكه مجاز عباراتابتدا بايد 
تر شدن  برا  روشن. ب اميد رياضي بنويسيمرياضي عبارات حاصلضرب را به صورت حاصلضر

 باهمانطور كه ديديم سيستم دارا  چهار مسير مينيمال . مطلب دوباره مثال پل را در نظر بگيريد
}ها  مينيمال  مجموعه },p =1 1 4 ،{ },p =2 2 5 ،{ }, ,p =3 1 3 } و 5 }, ,p =4 2 3  لذا . است4

  تابع ساختار آن برابر است با
  

( ) ( )( )( )( ).x x x x x x x x x xϕ = − − − − −x 1 4 2 5 1 3 5 2 3 41 1 1 1 1  
  

iبا توجه به اينكه (اگر عبارت سمت راست را  ix x=2 (آوريم ساده كنيم بدست مي  
  

( )
.

x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

ϕ = + + + −

− − − − +

x 1 4 2 5 1 3 5 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 5 1 2 4 5 1 3 4 5 2 3 4 5 1 2 3 4 52  
  

)در نتيجه  )h pابر است با قابليت اعتماد سيستم، بر  
  

( )( ) ( )h E p p p p p p p p p p p p p p

p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p

ϕ= = + + + −

− − − − +

p X 1 4 2 5 1 3 5 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 5 1 2 4 5 1 3 4 5 2 3 4 5 1 2 3 4 52
  

  

 مقدار قابليت نمايش داده و ساده ساز  كنيمها  مينيمال  برحسب قطع كنندهرا اگر تابع ساختار 
  . اعتماد سيستم همين مقدار خواهد شد

تر شدن محاسبات  ها  منسجم، كه منجر به ساده محاسبه قابليت اعتماد سيستمبرا   :روش دوم
. كنيم  كه در ادامه آن را بيان و اثبات مي١ا  است به نام قضيه تجزيه ستفاده از قضيهشود، ا مي

  ) فصل اول را ببينيد۷تمرين  (كنيم،  زير را معرفي مينمادها قبل از آن 
                                                
1 Decomposition theorm 

  برحسب بردارها  مسير مينيمال

 برحسب بردارها  قطع كننده مينيمال
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۲۴
  

( , ) ( , , , , , , , )i i i nx x x x x− +=x 1 2 1 11 1… …  
  

( , ) ( , , , , , , , )i i i nx x x x x− +=x 1 2 1 10 0… …  
  

  و
  

( , ) ( , , , , , , , )i i i np p p p p− +=p 1 2 1 11 1… …  
  

( , ) ( , , , , , , , )i i i np p p p p− +=p 1 2 1 10 0… …  
  

) جزء با تابع ساختار nيك سيستم منسجم شامل  )قضيه تجزيه (۱   .۲قضيه  )ϕ x را در نظر 
  .توان به صورت زير نمايش داد ميرا تابع قابليت اعتماد سيستم آنگاه . بگيريد

  

( ) ( , ) ( ) ( , ).i i i ih p h p h= + −p p p1 1 0  
  

)كه در آن  , )ih p1 قابليت اعتماد يك سيستم منسجم با nدهد كه جزء   جزء را نشان ميi ام
)و ) همواره فعال است(آن كاملاً قابل اعتماد است  , )ih p0 قابليت اعتماد يك سيستم منسجم با 

nدهد كه جزء   جزء را نشان ميiام آن از كار افتاده است .  
  .  اثبات

  توان نوشت  فصل اول مي۷از تمرين 
  

( ) [ ]( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )
( ) ( ( , )) ( ) ( ( , ))

( , ) ( ) ( , ).

i i i i

i i i i

i i i i

h E E X X

E X E E X E

p h p h

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

= = + −

= + −

= + −

p X X X
X X

p p

1 1 0
1 1 0

1 1 0
  

■  
سيستم همانطور كه ديديم نمودار اين .  مثال پل را در نظر بگيريدبار ديگربرا  توضيح اين قضيه 

  .به شكل زير است
  
  
  
  
  
  

۱ 

۲ 

۴ 

۵ 

۳ 

 از استقلال اجزاء



   با اجزاي مستقلهاي منسجم قابلیت اعتماد سیستم
  

۲۵

,، ipكنيم اجزاء به طور مستقل و با قابليت اعتماد  دوباره فرض مي , ,i = 1 2 . كنند ، كار مي…5
كاملاً قابل (كنيم جزء سوم همواره فعال است  ميبرا  محاسبه قابليت اعتماد سيستم فرض 

، ۱با چهار جزء با اجزا   مواز -ن صورت سيستم پل به يك سيستم متواليدر اي). اعتماد است
  . زير آمده استآن در شكل شود كه نمودار   تبديل مي۵ و ۴، ۲
  
  
  
  
  

  

  قابليت اعتماد اين سيستم برابر است با
  

[ ][ ]( , ) ( )( ) ( )( ) .h p p p p= − − − − − −p3 1 2 4 51 1 1 1 1 1 1  
 كنيد با اين فرض يك توجه(كنيم جزء سوم در سيستم پل از كار افتاده است  اكنون فرض مي

در اين حالت سيستم پل به يك سيستم ). آيد عدم اتصال در موقعيت جزء سوم به وجود مي
  .شود  به صورت زير تبديل مي۵ و ۴، ۲، ۱ متوالي با چهار جزء-مواز 

  
  
  
  
  
  

  برا  چنين سيستمي قابليت اعتماد برابر است با
  

( , ) ( )( ).h p p p p= − − −p3 1 4 2 50 1 1 1  
ه به قضيه تجزيه قابليت اعتماد سيستم برابر است با عبارت زير كه با نتيجه قبلي بنابراين با توج
  .يكسان است

  

( ) ( , ) ( ) ( , )

.

h p h p h

p p p p p p p p p p p p p p p p p p

p p p p p p p p p p p p p p p p p

= + −

= + + + − −
− − − +

p p p3 3 3 3

1 4 2 5 1 3 5 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 5

1 2 4 5 1 3 4 5 2 3 4 5 1 2 3 4 5

1 1 0

2
  

  

۴ 

۵ 

۱ 

۲ 

۱ ۴ 

۲ ۵ 
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۲۶

    اهميت نسبي قابليت اعتماد اجزا  سيستم۳  . ۲
بنابراين در . است همانطور كه ديديم قابليت اعتماد يك سيستم تابعي از قابليت اعتماد اجزا  آن

ين مقدار قابليت سيستم طبيعي است اين سؤال مطرح شود كه نقش هر يك از اجزاء در تعي
قابليت اعتماد سيستم چقدر است؟ يا به عبارت ديگر آيا بعضي از اجزاء در تعيين قابليت اعتماد 

 كه اهميت نسبي قابليت كردسيستم از بعضي ديگر اهميت بيشتر  دارند؟ اگر بتوان معيار  ارائه 
 بود كه با استفاده از خواهند قادر  مهندسين و طراحان سيستم اجزاء را مشخص كند آنگاهاعتماد

در مهندسي . تر را بيشتر مورد توجه قرار دهيم آن در طراحي و يا اصلاح سيستم اجزاء مهم
ئه شده اقابليت اعتماد اجزاء ارنسبي گير  اهميت  قابليت اعتماد معيارها  مختلفي برا  اندازه

قبل از . كند شود نقش مهمي را ايفاء مي ادامه تعريف ميها معيار  كه در  ه در ميان آناست ك
دهد تابع  كنيم كه نشان مي ارائه تعريف اهميت نسبي قابليت اعتماد اجزاء قضيه زير را ثابت مي

,، ipقابليت اعتماد سيستم منسجم برحسب  , ,i n= 1 2   .، تابعي صعود  است…
)  اگر ۲ . ۲قضيه  )h p تابع قابليت اعتماد يك سيستم منسجم با تابع ساختار ( )ϕ x باشد كه در 

,، iآن به ازا  هر  , ,i n= 1 2 … ،ip< <0 )اه  آنگ،1 )h p تابعي اكيداً صعود  از ipاست .  
  .  اثبات

)از قضيه تجزيه ديديم كه  )h pتوان به صورت زير نوشت،  را مي  
  

( ) ( , ) ( ) ( , ).i i i ih p h p h= + −p p p1 1 0  
  

, ،ipبا مشتق گير  برحسب بنابراين  , ,i n= 1 2   آوريم  به دست مي،…
  

( )

( ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) .

i i
i

i i

h h h
p

E ϕ ϕ

∂
= −

∂

= −

p p p

X X

1 0

1 0
  

  

) يك تابع صعود  است داريم ϕچون  )( , ) ( , )i iE ϕ ϕ− ≥X X1 0 علاوه بر آن چون . 0
 وجود x0بنابراين يك بردار وضعيت . سيستم منسجم است، عضو نامربوط در آن وجود ندارد

)به ازا  آن دارد كه  , ) ( , )i iϕ ϕ− =x x0 01 0 ، iاز طرفي چون طبق فرض به ازا  هر . 1
, , ,i n= 1 2 … ،ip< <0 1 ،x0ابراينبن. افتد  با احتمال مثبت اتفاق مي  

  

( )( , ) ( , )i iE ϕ ϕ− >X X1 0 0  
  

)و در نتيجه  ) ih p∂ ∂ >p   ■.                                                           شود  و اثبات كامل مي0
  .كنيم اكنون تعريف اهميت نسبي قابليت اعتماد اجزاء را ارائه مي
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۲۷

 جزء با تابع قابليت اعتماد n تابع ساختار يك سيستم منسجم شامل ϕ  فرض كنيد ۱ .  ۲تعريف 
( )h pبنابر تعريف اهميت نسبي قابليت اعتماد جزء .  باشدi ام كه با( )hI iدهيم   نمايش مي
  ر است با براب

  

( ) ( ), , , , .h
i

I i h i n
p
∂

= =
∂

p 1 2 …  
  

)از قضيه قبل توجه داريم كه  )hI i > )توان نشان داد كه  از طرفي به راحتي مي. 0 )hI i < 1 .
) مقدار  در فاصله هموارهبنابراين معيار اهميت قابليت اعتماد اجزا  سيستم  , )0  اختيار 1

 i با توجه به تعريف منطقي است فرض كنيم كه در يك سيستم اگر برا  دو جزء پس. كند مي
)، jو  ) ( )h hI i I j≥ آنگاه جزء iجزء نسبت به  بيشتر  در سيستم  نسبيام از اهميتi ام

  .تر شدن مطلب مثال زير را در نظر بگيريد برا  روشن. برخوردار است
. كنند   فرض كنيد ساختار سيستم متوالي باشد كه اجزا  آن به طور مستقل عمل مي۲ .۲مثال 

   تابع قابليت اعتماد سيستم برابر است باهمانطور كه قبلاً ديديم
  

( ) .
n

j
j

h p
=

= ∏p
1

  
  

  در نتيجه
  

( ) ( )
n n

h j j
j ji i

j i

I i h p p
p p = =

≠

∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∏ ∏p
1 1

  
  

بنابراين در يك سيستم متوالي با اجزا  مستقل اهميت نسبي قابليت اعتماد هر جزء برابر است با 
گذار   اگر فرض كنيم اجزاء سيستم طور  شماره. حاصلضرب قابليت اعتماد اجزا  ديگر

  شوند كه 
  

np p p≤ ≤ ≤1 2 L  
  

  شود كه آنگاه به راحتي ملاحظه مي
  

( ) ( ) ( ).h h hI I I n≥ ≥ ≥1 2 L  
  

  . تر است ترين جزء در سيستم از بقيه اجزاء مهم بنابراين ضعيف
 آنگاه قابليت اعتماد ،اند  سيستم مواز  است كه در آن اجزاء مستقل ساختاراگر فرض كنيم

  سيستم برابر است با
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( ) ( ).
n

i
i

h p
=

= − −∏p
1

1 1  
  

  نتيجهدر 
  

( ) ( )

( )

( ).

h
i

n

j
ji

n

j
j
j i

I i h
p

p
p

p

=

=
≠

∂
=

∂

 ∂
= − − ∂  

= −

∏

∏

p

1

1

1 1

1

  

  

npاند كه  گذار  شده بنابراين با فرض اينكه اجزا  سيستم طور  شماره p p≤ ≤ ≤1 2 L 
  شود كه ملاحظه مي

  

( ) ( ) ( ).h h hI I I n≤ ≤ ≤1 2 L  
  

ا   تيجهاين ن. تر است جزئي كه بيشترين قابليت اعتماد را دارد از بقيه اجزاء مهمدر سيستم يعني 
  . است كه به طور شهود  انتظار آن را داشتيم

  
  ها  منسجم با اجزا  وابسته   قابليت اعتماد سيستم۴  . ۲ 

اگرچه . كنند تاكنون فرض كرديم كه سيستم شامل اجزايي است كه به طور مستقل عمل مي
تواند مفيد  ميها  و تحليلفرض استقلال متغيرها در اغلب مطالعات آمار  در سادگي محاسبات 

ها سر  به ويژه هنگامي كه با سيستم. واقع شود اما در عمل ممكن است اين فرض واقع بينانه نباشد
و كار داريم معمولاٌ غير منطقي است كه فرض كنيم اجزاء سيستم مستقل از يكديگر عمل 

  . ها  زير را در نظر بگيريد تر شدن مطلب مثال برا  روشن. كنند مي
بنابراين . ها  منسجم، اغلب بردارها  مسير مينيمال دارا  اجزاء مشترك هستند در سيستم) الف

بنابراين منطقي . باشد در مسير ديگر نيز چنين است) غير فعال(اگر يك جزء در يك مسير فعال 
  .اند به هم وابسته) به عنوان زير سيستم(است فرض كنيم كه بردارها  مسير مينيمال 
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گيرد، تأثير شرايط محيطي بر همه  در محيطي مورد استفاده قرار ميهنگامي كه يك سيستم ) ب
به عبارت ديگر اگر فعاليت يك جزء بر اثر شرايط محيطي رو به تحليل رود . اجزاء يكسان است

  . آنگاه محتمل است كه اجزاء ديگر نيز همين وضعيت را داشته باشند
كنند، شكست   به طور مشترك تحمل ميدر اجزايي از سيستم كه بار وارد شده به سيستم را) ج

  . شود يك جزء باعث افزايش بار به ديگر اجزاء مي
شود كه به طور شهود  نوعي وابستگي بين اجزاء و زير   مورد فوق مشاهده مي۳در هر يك از 

يك جزء يا زير سيستم باعث افزايش ) غير فعال بودن(يعني فعال بودن . ها وجود دارد سيستم
نكته قابل توجه اين . شود ها  ديگر مي اجزاء و يا زير سيستم) غير فعال بودن(بودن احتمال فعال 

  . است كه در صورت وجود وابستگي بين اجزاء اين وابستگي غالباٌ از نوع مثبت است
كنيم و بعضي از خواص آن را  مفهوم وابستگي را در حالت كلي تعريف مياين بخش در ادامه 

  .مكني بدون اثبات مطرح مي
 و Xگير  وابستگي بين  ترين معيار برا  اندازه  دو متغير تصادفي باشند، متداولY و Xاگر 
Y بين  كوواريانسX و Yكنيم كه كوواريانس بين  خاطر نشان مي.  استX و Y به 

  شود، صورت زير تعريف مي
  

( ) ( ) ( ) ( ),Cov X Y E XY E X E Y= −  
  

) وابستگي مثبت داشته باشند آنگاه Y و Xاگر  ),Cov X Y در متون آمار  . 0≤
ارائه ) كه در ادامه به آن تنها وابستگي گوييم(تر  از مفهوم وابستگي مثبت  ها  قو  صورت

توان به  برا  جزئيات بيشتر مي. (كنيم شده است كه در حالت چند متغيره به تعريف زير اشاره مي
  .)مراجعه كرد) ۱۹۸۱(كتاب بارلو و پروشان 

, متغيرها  تصادفي  ۲ . ۲عريف ت , ,nT T T2  را وابسته گوييم هر گاه برا  تمام توابع …1
  داشته باشيم ∆ و Pصعود  دو مقدار  

  

( )( ) , ( )Cov P ∆ ≥T T 0  
  

)كه در آن  , , , )nT T T=T 1 2 ….  
كنند كه   تعريف فوق، متغيرها  تصادفي وابسته در خواص چند متغيره زير صدق ميبر اساس

  . كنيم ها را بدون اثبات بيان مي آن
  .اند  متغيرها  وابسته خود وابسته ازمجموعهيك ها   زير مجموعه)  ۱
  .ها  شامل يك متغير تصادفي وابسته وابسته است مجموعه)  ۲
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۳۰

  .اند صادفي وابسته، وابستهتوابع صعود  از متغيرها  ت)  ۳
ها يك    مجموعه از متغيرها  تصادفي وابسته از هم مستقل باشند، آنگاه اجتماع آندواگر )  ۴

  . ها  تصادفي وابسته خواهد بود مجموعه از متغير
  

شود كه مجموعه متغيرها  تصادفي مستقل وابسته   به راحتي ملاحظه مي۴ و ۲از دو رابطه 
  . هستند

ها  مواز  و متوالي را در حالتي كه اجزا   استفاده از نتايج فوق قابليت اعتماد سيستماكنون با 
  . قضيه زير را در نظر بگيريد. دهيم ها وابسته باشند مورد بررسي قرار مي آن

,اگر   ۳ . ۲قضيه  , ,nX X X2    متغيرها  تصادفي دو مقدار  وابسته باشند آنگاه…1
))  الف )

n n

i i
i i

P X P X
= =

 
= ≥ = 

 
∏ ∏

1 1
1 1  

))  ب )
n n

i i
i i

P X P X
= =

 
= ≤ = 

 1 1
1 1C C  

  .  اثبات
 و X1 توجه كنيد كه )الف

n

i
i

X
=

∏
2

, توابعي صعود  از  , ,nX X X2   ازبنابراين.  هستند…1
 و X1 ،خواص متغيرها  تصادفي وابسته) ۳(بند 

n

i
i

X
=

∏
2

  در نتيجه. اند  وابسته
  

( ),
n n n

i i i
i i i

Cov X X E X X E X E X
= = =

     
= − ≥     

     
∏ ∏ ∏1 1 1

2 2 2
0  

  

  . آوريم  به دست ميبه طور مكرر به كار ببريم بهاگر همين استدلال را 
  

( )
n n

i i
i i

E X E X
= =

 
≥ 

 
∏ ∏

1 1
  

  

  و يا
  

( )
n n

i i
i i

P X P X
= =

 
= ≥ = 

 
∏ ∏

1 1
1 1  

  

  .شود كامل مي) الف(و اثبات قسمت 
  ■.                     شود ذار مي است و به خواننده واگ) الف(مشابه قسمت ) ب(اثبات قسمت  )ب

توجه داريم كه
n

i
i

X
=

∏
1
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 يك كران پايين برا  مقدار واقعي قابليت 1
يعني قابليت . نيز برقرار است) ب(همين استدلال برا  قسمت . ه استاعتماد سيستم با جزاء وابست

اعتماد يك سيستم مواز  با اجزا  وابسته همواره كمتر يا مساو  از قابليت اعتماد يك سيستم 
  .است مواز  با اجزا  مستقل

زماني كه اجزاء   متوالي و مواز  هاساختارمانند ها  ساده  توجه كنيد كه حتي در حالت
 به يمتوان  نيستيم و تنها مي قادر به محاسبه دقيق قابليت اعتماد سيستمبه راحتي معمولاً اند،  ستهواب

در مسائل عملي نيز در بسيار  از موارد . بپردازيمهايي برا  قابليت اعتماد سيستم  تعيين كران
عتماد هايي برا  قابليت ا محاسبه دقيق قابليت اعتماد سيستم ضرور  نيست و تعيين كران

ا  برا  قابليت  ها  ساده قضيه زير كران. كند ها  منسجم برا  مقاصد عملي كفايت مي سيستم
  . كند ها  منسجم ارائه مي  سيستماعتماد
)فرض كنيد   ۴ .  ۲قضيه  )ϕ x تابع ساختار يك سيستم منسجم با nجزا   باشد كه در آن ا  جزء

,سيستم وابسته و قابليت اعتماد هر يك به ترتيب  , ,np p p2 ) آنگاه . است…1 )h p، تابع 
  كند  در رابطه زير صدق مي،قابليت اعتماد سيستم
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  .  اثبات
  كند ها  زير صدق مي امساو  ديديم كه تابع ساختار سيستم منسجم در ن۲ .۱از قضيه 
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  خواهيم داشتاگر از طرفين عبارت اخير اميد رياضي بگيريم 
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  ■                                                                                   . .شود  مي و لذا نتيجه مطلوب حاصل
 جزء وابسته همواره nكند كه قابليت اعتماد هر سيستم منسجم با   بيان مي۴  .  ۲   قضيه۱ .  ۲نتيجه

 n جزء مستقل بيشتر و از قابليت اعتماد سيستم مواز  با nاز قابليت اعتماد سيستم متوالي با 
  .  مستقل كمتر است جزء
هايي برا  قابليت  قضيه زير كران. توان اصلاح كرد  را مي۴ .۳ها  بدست آمده در قضيه  كران

 اما ترند دقيق ۴ .۳ست آمده از قضيه كند كه از نتايج به د ها  منسجم ارائه مي اعتماد سيستم
 استفاده از بردارها  مسير و بردارها  قطع كننده مينيمال يعنيها مستلزم عمليات  محاسبه آن

  .است
)  فرض كنيد  ۵ .  ۲قضيه  )ϕ x تابع ساختار يك سيستم منسجم باشد كه شامل n با  جزء وابسته
,ها   قابليت , ,np p p2 )فرض كنيد .  است…1 ), , ( ), ( )lP P Px x x2  مجموعه مسيرها  …1

)مينيمال و  ), , ( ), ( )kC C Cx x x2 )اگر . ها  مينيمال سيستم باشد  مجموعه قطع كننده…1 )h p 
  د آنگاهنتابع قابليت اعتماد سيستم باش
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  .اثبات
)توجــــه كنيــــد كــــه  ), , ( ), ( )kC C Cx x x2 ــون .  هــــستندx تــــوابعي صــــعود  از …1 چــ

, , ,nX X X2   در بـالا كـه خواص متغيرهـا  تـصادفي وابـسته    ) ۳(اند از بند   متغيرها  وابسته …1
)، اشاره شد ), , ( ), ( )kC C Cx x x2   بنابراين.  متغيرها  تصادفي وابسته خواهند بود…1
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)و در نتيجه كران پايين  )h pتوان نشان داد كه به طور مشابه مي. آيد  بدست مي  
  

 ۳ .  ۲ )الف ( قضيه قسمتاز
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■  
 را ۵   .  ۲ارائه شده در قضيه هايي  راندر حالتي كه اجزاء سيستم منسجم مستقل از هم باشند ك

  .تر به صورت زير ارائه كرد  توان به فرم صريح مي
)  اگر ۲ .  ۲نتيجه  )ϕ xتابع ساختار يك سيستم منسجم با اجزا  مستقل باشد آنگاه   
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  .  اثبات
,امين مسير مينيمال، i برا  اند با توجه به اينكه اجزاء مستقل , ,i l= 1 2    داريم…
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   داريم۵ .۳بنابراين از قضيه 
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  ■                                .      آيد و لذا نتيجه كامل است كران پايين با استدلال مشابه به دست مي
در ادامه دوباره سيستم پل را در نظر بگيريد و فرض كنيد اجزا  سيستم مستقل از هم با احتمال 

  قرار دهيد. كنند  عمل ميpيكسان 
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ها  بالا و پايين قابليت اعتماد سيستم،   قابليت اعتماد سيستم، كران دقيق مقادير۱ .۲در جدول 
phو  ch و كران بالا و پايين قابليت اعتماد سيستم، ۴ . ۲ از قضيه mph و mch بر اساس قضيه 
  .  نمايش داده شده استp به ازا  مقادير مختلف ۵ . ۲
  

  ۳ .  ۲ قضيه )ب( قسمت از
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  كران بالا و پايين قابليت اعتماد سيستم در سيستم پل  ۱ .۲جدول 

ph  mph  ( )h p  mch  sh  p  
۰۰۰/۱  ۰۰۰/۱  ۹۹۹/۰  ۹۹۹/۰  ۹۵۱/۰  ۹۹/۰  
۰۰۰/۱  ۰۰۰/۱  ۹۹۵/۰  ۹۹۵/۰  ۷۷۴/۰  ۹۵/۰  
۰۰۰/۱  ۹۹۷/۰  ۹۷۹/۰  ۹۷۸/۰  ۵۹۱/۰  ۹۰/۰  
۹۹۹/۰  ۹۳۶/۰  ۸۶۱/۰  ۸۵۲/۰  ۲۳۷/۰  ۷۵/۰  
۹۹۰/۰  ۷۴۸/۰  ۶۶۰/۰  ۶۱۸/۰  ۰۷۵/۰  ۶۰/۰  
۹۶۹/۰  ۵۶۹/۰  ۵۰۰/۰  ۴۳۱/۰  ۰۳۱/۰  ۵۰/۰  

  
  
  ل يسا  م ۵  .    ۲
    سيستمي را با نمودار زير در نظر بگيريد.۱
  
  
  
  
  
  
  
  

)تابع ساختار سيستم، ) الف )ϕ x،را تعيين كنيد .  
p/ها   با قابليتبه ترتيب فرض كنيد اجزا  سيستم به طور مستقل ) ب =1 0 9 ،/p =2 0 8 ،

/p =3 0 p/ و 85 =4 0 )قابليت اعتماد سيستم .  عمل كنند9 )h pرا محاسبه كنيد .  
  . تعيين كنيد۵ .    ۲ و ۴ .  ۲ ها  قابليت اعتماد سيستم را بر مبنا  قضيه  كران) ج

  

 را كه اجزا  آن به طور مستقل و با قابليت اعتماد يكسان ۴ از ۳ قابليت اعتماد يك سيستم  .۲
  .كنند محاسبه كنيد  كار مي۸/۰

  

ء    با استفاده از قضيه تجزيه قابليت اعتماد سيستمي با نمودار زير را تحت اين شرايط كه اجزا.۳
  .ند محاسبه كنيدكن  فعاليت مي۸/۰مستقل و با قابليت 

۱ 
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۴ 



سایلم  
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  با استفاده از بردارها  مسير مينيمال و بردارها  قطع كننده مينيمال قابليت اعتماد سيستمي را .۴
 فعاليت ۹/۰با نمودار زير به دست آوريد كه در آن اجزا  سيستم به طور مستقل با احتمال 

  . كنند مي
  
  
  
  
  
كنند،   كار ميp3 و p1 ،p2ها   قل و با قابليتبه طور مست  كه اجزاء۳ از ۲  در يك سيستم .۵

,، ipاهميت نسبي اجزاء را تعيين و برحسب مقادير  ,i = 1 2   .ها بحث كنيد ، در مورد آن3
  

كه با اين فرض  اهميت نسبي قابليت اعتماد اجزاء را . نمودار زير را در نظر بگيريدسيستمي با  .۶
  . فعاليت كنند تعيين كنيد۹۹/۰ و ۹۰/۰، ۹۵/۰به طور مستقل و به ترتيب با قابليت اجزاء 

  
  
  
  
 ۴ .۳ها  زير با اجزا  وابسته كران بالا و پايين قابليت اعتماد را بر اساس قضايا    برا  سيستم. ۷
  . به دست آوريد۵ .۳و 

  ۳ از ۲سيستم ) الف
  سيستمي با نمودار) ب
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 دستگاه خنك كننده يكسان است كه هر يك ۳يك سيستم را در نظر بگيريد كه شامل .  ۸
برا  . اند ها به طور مواز  كنار يكديگر متصل شده شامل دو لوله جزيان آب هستند كه لوله

قابليت اعتماد هر يك از .  خنك كننده كار كنند۳ تا از ۲ عملكرد سيستم لازم است كه حداقل
  .قابليت اعتماد سيستم را تعيين كنيد. كنند  است و به طور مستقل عمل مي۶/۰ها  لوله

  

  . سيستمي با نمودار زير را در نظر بگيريد.  ۹
  
  
  
  
  

  

  .ها  مسير مينيمال سيستم را تعيين كنيد بردارها و مجموعه) الف
  .ها  قطع كننده مينيمال سيستم را تعيين كنيد و مجموعهبردارها ) ب
 كار كنند، قابليت اعتماد سيستم ۸/۰با فرض آنكه اجزا  سيستم مستقل و هر يك با قابليت ) ج

  .را تعيين كنيد
  

   ثابت كنيد۳ .۲  با توجه به قضيه .۱۰
)) الف ) ( ) ( )h h h≥p p p p1 2 1 2C C  
)) ب ) ( ) ( ). .h h h≥p p p p1 2 1 2  
را در سيستمي با نمودار زير بررسي كنيدكه در آن اجزاء ) ب(و ) الف(صحت درستي نتايج ) ج

  .كنند  عمل ميpمستقل و هر يك با احتمال 
  
  
  
  
,.  يك ساختار منسجم باشدϕ  فرض كنيد .۱۱ , ,lp p p2  مينيمال و  مجموعه مسيرها …1

, , ,sk k k2 اگر اجزا  سيستم وابسته باشند ثابت . ها  مينيمال باشد  مجموعه قطع كننده…1
  .كنيد
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  قابليت اعتماد وابسته به زمان و مفاهيم سالخوردگي
  
  

    مقدمه۱ .۳
در فصل قبل قابليت اعتماد سيستم را به عنوان تابعي از قابليت اعتماد اجزا  آن مورد بحث قرار 

وضعيتي را که در آن فصل مورد بررسي قرار داديم، برا  اجزاء سيستم و در نتيجه برا  . داديم
منديم   علاقهفصلدر اين . گرفت  ضعيت کارکرد يا عدم کارکرد را در نظر ميسيستم دو و

، فرض بدين منظور. قابليت اعتماد سيستم را به عنوان تابعي از زمان مورد مطالعه قرار دهيم
طول عمر سيستم يک .  سيستم دارا  طول عمر هستندو در نتيجه خودکنيم اجزا  سيستم  مي

با فرض معلوم بودن مدل . گيرد اساس يک الگو  احتمال مقدار ميمتغير تصادفي است که بر 
در . احتمال طول عمر سيستم قادريم در هر لحظه از زمان احتمال کارکرد سيستم را محاسبه کنيم

ها  مهمي را جهت بررسي خواص متغير طول عمر سيستم معرفي كرده و  همين ارتباط كميت
، قابليت اعتماد را به ۲ .  ۳در بخش . دهيم  مطالعه قرار ميها را مورد ها و ارتباط بين آن ويژگي

 به ۳ . ۳خش بدر . کنيم کنيم و خصوصيات آن را بررسي مي عنوان تابعي از زمان تعريف مي
پردازيم و  ميها  طول عمر است  كه از مفاهيم اساسي تحليل دادهمعرفي تابع نرخ خطر 

با توزيع  دهيم که رابطه بين تابع نرخ خطر  نشان مي.کنيم هايي در ارتباط با آن ارائه مي مثال
يکي ديگر از مفاهيم اساسي را در ۴ .    ۳بخش . احتمال جامعه مورد بررسي يک به يک است
. کنيم کنيم و خواص آن را بررسي مي معرفي مي مطالعات طول عمر به نام ميانگين عمر باقيمانده

ها  نتايجي در مورد آنها را معرفي و  ردگي سيستممفاهيم مهم سالخوبعضي از  ۵ .   ۳در بخش 
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ها  قابليت اعتماد سيستم را در حالتي که طول   به طور مختصر اندازه۶ .  ۳در بخش . كنيم ارائه مي
 قابليت اعتماد سيستم را به عنوان تابعي ۷ .   ۳در نهايت بخش . کنيم عمر آن گسسته باشد ارائه مي

   .دهد در هر لحظه از زمان مورد مطالعه قرار مياز قابليت اعتماد اجزا  آن 
  
    تابع قابليت اعتماد ۲ .  ۳

 Tفرض کنيد يک سيستم، يک قطعه الکتريکي يا هر وسيله يا شئ ديگر دارا  طول عمر 
) فاصله تواند در  يك متغير تصادفي است که ميTطبيعي است که . باشد , .  مقدار بگيرد0∞(

تواند طول عمر  داشته  به عبارت ديگر سيستم مي. تواند پيوسته و يا گسسته باشد  ميTمتغير 
)باشد که هر مقدار را در فاصله  ,   تعريف تواند طول عمر آن را طور  اختيار کند يا مي0∞(

)را در فاصله ) مثلاً اعداد طبيعي(کرد که مقادير شمارش پذير  , به عنوان مثال .  اختيار کند0∞(
 است که هر Tاگر سيستم را لامپ فلورسنت در نظر بگيريم طول عمر آن يک متغير تصادفي 

)مقدار را در فاصله  , يک دستگاه فتوکپي در نظر بگيريم طول مثلاً اگر سيستم را . گيرد  مي0∞(
در ادامه . هايي در نظر گرفت که قبل از خرابي گرفته است توان تعداد کپي ، را ميTعمر آن، 

شد صراحتاً به آن  گسسته باTهر گاه (است  پيوسته Tکنيم متغير تصادفي  اين فصل فرض مي
  ). کنيم اشاره مي

) را با Tتابع توزيع احتمال  )F tطبق تعريف . دهيم  نمايش مي( )F tبرابر است با   
  

( ) ( )F t P T t= ≤  
  

  . كند  در سه خاصيت زير صدق ميFتابع توزيع 
  . تابعي غير نزولي استF) الف
)) ب )F =0 ) و 0 )F ∞ = 1.  
  . از راست پيوسته استF) ج

  كند  در رابطه زير صدق ميfدر اين صورت .  باشدf دارا  تابع چگالي Tكنيم  فرض مي
  

( )( ) dF t
f t

dt
=  

  

)واضح است كه  )f tير باشد را  در دو شرط زير صادق است و هر تابع كه دارا  دو شرط ز
  . توان به عنوان يك تابع چگالي احتمال استفاده كرد مي
tبه ازا  هر ) الف ≥ 0،( )f t ≥0  
)) ب )f t dt

∞
=∫0

1  



قابلیت اعتمادتابع   
 

۳۹

)توان با استفاده از  هر عبارت احتمالي در ارتباط با متغير طول عمر را مي )f t و يا ( )F t تعيين 
  . كرد

 تابع قابليت  ،Tاما تابع محور  در مبحث قابليت اعتماد جهت تعيين خواص متغير طول عمر 
)، t در لحظه Tتابع قابليت اعتماد . اعتماد است )t<0 که آن را با ،( )R tدهيم   نمايش مي

  شود، به صورت زير تعريف مي
  

( ) ( )

( )
t

R t f x dx

F x

∞
=

= −

∫
1

  
  

)با اين تعريف واضح است که  )R =0 t، يعني در زمان 1 =  است و ۱ قابليت اعتماد سيستم 0
( )R ∞ = tهنگامي که ( يعني در دراز مدت 0 → )همچنين . افتد سيستم از کار مي) ∞ )R t 

tيک تابع غير صعود  است به اين معني که اگر  t< <1 ) آنگاه 20 ) ( )R t R t≥1 ن يعني  و اي2
برا  توضيح بيشتر مثال زير را در نظر .  نيستt2 قابليت اعتماد سيستم کمتر از زمان t1در زمان 
  .بگيريد
الي  الکتريکي برحسب سال باشد که تابع چگسيستم طول عمر يک T  فرض کنيد ۱ .   ۳مثال 

  آن به صورت زير است،
  

( ) ,
( )

f t t
t

= >
+ 3
2 01  

  

  . را به دست آوريدTتابع قابليت اعتماد ) الف
tقابليت اعتماد سيسمت در ) ب =    سال چقدر است؟2
   سال باشد؟۲ ماه و ۶چقدر احتمال دارد که طول عمر قطعه بين ) ج
   برابر است باT تابع قابليت اعتماد )الف  .حل

  

( ) ( )

( )

,

t

t

R t f x dx

dx
x

t
t

∞

∞

=

=
+

 = > + 

∫

∫ 3

2

2
1

1 01

  

  

) احتمال مطلوب برابر است با )ب )R  = = + 

21 12 1 2 9.  
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   در اين حالت احتمال مطلوب مساو  است با)ج
  

( ) ( ) ( )

.

P T R R< < = −

= − =

0 5 2 0 5 2
4 1 1
9 9 3

/ /
  

 است که تابع T باطر  برحسب سال يک متغير تصادفي   فرض کنيد طول عمر يک۲ .   ۳مثال 
  چگالي آن برابر است با

  

( ) ,tf t te t−= >
22 0  

  

  . را به دست آوريدTتابع قابليت اعتماد ) الف
tقابليت اعتماد باطر  در ) ب =    ماه چقدر است؟18
  ت اعتماد سيستم برابر است باتابع قابلي) الف  .حل

  

( ) ( )

,

t

x

t

t

R t f x dx

xe dx

e t

∞

∞ −

−

=

=

= >

∫

∫
2

2

2

0

  

  

  مورد نظر مساو  است باقابليت اعتماد  )ب
  

( )

( )

.

R

e−

=

=
≅

21 5

1 5

0 1
/

/

/
  

  

    تابع نرخ خطر۳  .  ۳
. تابع نرخ خطر يكي از مهمترين معيارها در مطالعات قابليت اعتماد و مباحث طول عمر است

) طول عمر يك سيستم باشد كه تابع چگالي آن Tفرض كنيد  )f t و تابع قابليت آن ( )R t 
) tكنيم كه اگر فرض كنيم سيستم در زمان  اكنون اين سؤال اساسي را مطرح مي. است )t<0 
 به عبارت ديگر، ؟ از كار بيافتدt فعال است، چقدر احتمال دارد كه بلافاصله بعد از زمان هنوز

  . منديم احتمال شرطي زير را محاسبه كنيم ، علاقهδبرا  مقدار كوچك 

( ) ( )
( )

, ,
P t T t

P t T t T t t
P T t

δ
δ δ

< < +
< < + > = > >

>
0 0  
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)مشروط بر آن كه  )P T t> >  تقسيم كرده و حد حاصل δاگر احتمال شرطي فوق را بر . 0
δرا هنگامي كه  → شود كه به آن تابع نرخ خطر معروف   محاسبه كنيم، كميتي حاصل مي∞

  لذا تعريف زير را داريم. است
) كه آن را با Tادفي طول عمر   تابع نرخ خطر متغير تص۱ .  ۳تعريف  )h tدهيم به   نمايش مي

  .شود صورت زير تعريف مي
 

( )
( )

( ) lim

( ) ( )lim
( )

( ) ,
( )

P t T t
h t

P T t

R t R t
R t

f t
t

R t

δ

δ

δ
δ

δ
δ

→

→

< < +
=

>

− +
=

= >

0

0

0

  

  

  شود كه كه در آن تساو  اخير از اين واقعيت ناشي مي
  

( ) ( )( ) lim .R t R t
f t

δ

δ
δ→

− +
=

0
  

  

 ،نيز معروف است "نرخ شكست"قابليت اعتماد و طول عمر به تابع  كه در مباحث ،تابع نرخ خطر
بايد توجه داشت كه تابع نرخ خطر احتمال . كند ها  بقا ايفاء مي نقش محور  در اغلب تحليل

اين كميت ). كند يعني لزوماً مقدار  بين صفر و يك را اختيار نمي(از كار افتادن سيستم نيست 
گير   دهد و معيار  برا  اندازه  نشان ميtسيستم را در زمان در واقع نرخ از كار افتادگي 

)اگر .  استسالخوردگي سيستم )h t تابعي صعود  از t باشد، بدين معني است كه سيستم با 
)اگر . شود آن كم ميگذشت زمان دچار سالخوردگي شده و قابليت اعتماد  )h t نزولي باشد 
 بدين معني كه قابليت اعتماد آن ،شود آنگاه سيستم با گذشت زمان دچار سالخوردگي منفي مي

ها  طول عمر دارا  نرخ خطر  هستند كه با افزايش زمان صعود  اغلب پديده. شود بيشتر مي
ها كاهش  يز وجود دارند كه با افزايش زمان نرخ خطر آنكنند و البته متغيرها  طول عمر  ن مي

 كه در مهندسي قابليت اعتماد كاربردها  ،يكي از الگوها  معروف تابع نرخ خطر. كند پيدا مي
يا (شكل -Uتوان با آن تفسير كرد، الگو  نرخ خطر  ها  متنوعي را مي فراواني داشته و پديده

  . است۱ .  ۳در اين الگو تابع نرخ خطر دارا  نمودار  به صورت شكل .  است)واني شكل
 ابتدا برا  يك دوره نزولي خواهد بود كه به آن  سيستمشود، نرخ خطر همانطور كه ملاحظه مي

در يك دوره زماني نرخ خطر تقريبا ثابت است كه به آن دوره . گويند ها  اوليه مي دوره خرابي
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كند كه به آن دوره از كار  سپس نرخ خطر شروع به صعود مي. گويند  مي سيستمعمر مفيد
  . گويند افتادگي مي

 و حتي تحليل طول عمر (مختلف صنعتياين الگو اغلب برا  تحليل طول عمر محصولات 
 برا  مثال هنگامي كه يك توليد كننده .بسيار مفيد است)  انسانموجودات زنده ديگر مانند

ها نرخ از كار افتادگي  كند در ابتدا  استفاده از اتومبيل را وارد بازار مياتومبيل محصولات خود 
پس از دوران آب بند  نرخ خطر اتومبيل . ها بالاست و نياز به آب بند  و رسيدگي دارند آن

سپس دوره . كند  ثابت است و برا  يك دوره نسبتاً طولاني اتومبيل بدون خرابي عمل ميتقريباً
  . شود كه نرخ از كار افتادگي با گذشت زمان صعود خواهد كرد اتومبيل مياز كار افتادگي 

  
  
  
  
  
  
  
  
  

 شكل-U  الگو  نرخ خطر ۱ .  ۳شكل 
  

t2 ،t و t1اگر  t≤1  را نقاط تغيير t2 و t1كند،  ر تابع تغيير ميها رفتا ، نقاطي باشند كه در آن2
tواضح است كه اگر . تابع نرخ خطر گويند =1 t و 0 =2  آنگاه نرخ خطر صعود  و اگر 0

t = t و 1∞ =2   .  آنگاه تابع نرخ خطر نزولي خواهد بود0
  .ها  زير را در نظر بگيريد اكنون مثال

  .  دارا  تابع چگالي احتمال زير باشدT فرض كنيد متغير طول عمر   ۳ . ۳مثال 
  

( )( ) ( ) , .t tf t t e t− += + >
22 1 0  

  

   برابر است باTآنگاه تابع قابليت اعتماد 
  

( )

( )

( ) ( )

,

x x

t

t t

R t x e dx

e t

∞ − +

− +

= +

= >

∫
2

2

2 1

0
  

  

 ها  اوليه دوره خرابي کار افتادگيدوره از  عمر مفيد

( )h t  

t  
t1  t2  
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   برابر است باTدر اين صورت تابع نرخ خطر 
  

( )

( )

( )( )
( )

( ) t t

t t

f t
h t

R t

t e

e
t

− +

− +

=

+
=

= +

2

2
2 1

2 1

  

  

)شود  همانطور كه ملاحظه مي )h t تابعي صعود  از tاست  .  
  .  دارا  تابع چگالي احتمال زير باشدT فرض كنيد متغير طول عمر   ۴ .   ۳مثال 

  

( ) ,
( )

f t t
t

= >
+ 4
3 01  

  

   برابر است باTآنگاه تابع قابليت اعتماد 
  

( ) ,
( )

R t t
t

= >
+ 3
1 01  

  

  ر است بادر نتيجه تابع نرخ خطر آن براب
  

( ) .h t
t

=
+
3

1  
  

  . تابع نرخ خطر برحسب زمان نزولي استدر اين مدل 
 را T اهميت تابع نرخ خطر، علاوه بر مفهوم شهود  آن كه نرخ از كار افتادگي يكي از دلايل

اين واقعيت در قضيه زير .  استTدهد، رابطه يك به يك آن با تابع توزيع طول عمر  نشان مي
  . نشان داده شده است

، تابع قابليت اعتماد f يك متغير طول عمر باشد كه تابع چگالي آن T  فرض كنيد   ۱ .  ۳قضيه 
) آنگاه ، استh  و تابع نرخ خطر آنRآن  )R t برحسب ( )h t به صورت زير به دست 
  .آيد مي

)۳  .   ۱                                          (( )
( ) ,

t
h x dx

R t e t
−∫= >0 0  

  .اثبات

)  اگر از رابطه  )( )
( )

f t
h t

R t
) در فاصله = , )t0آوريم  انتگرال بگيريم به دست مي:  



 قابلیت اعتماد وابسته به زمان و مفاهیم سالخوردگی
 

۴۴
  

( )( )
( )

ln ( )

ln ( ) ln ( )
ln ( )

t t

t

f x
h x dx dx

R x

R x

R t R
R t

=

= −

= − +
= −

∫ ∫0 0

0

0
  

  

)شود كه  كه در آن تساو  اخير از اين واقعيت نتيجه مي )R =0 بنابراين اثبات قضيه كامل . 1
  ■                                                                                   .                                           شود مي

تابع چگالي احتمال شود   مشتق بگيريم به راحتي ملاحظه ميtبرحسب ) ۱  .  ۳(اگر از طرفين 
( )f t برحسب ،( )h tبه صورت زير قابل محاسبه است .  

  

( )
( ) ( ) .

t
h x dx

f t h t e
−∫= 0  

  

)  كميت ۱ . ۳تبصره  ) ( ) ln ( )
t

H t h x dx R t= = −∫0
  .گويند  را تابع نرخ خطر تجمعي مي

) رابطه بين ۲ . ۳شكل  )f t ،( )R t و ( )h tدهد  را نشان مي. 
  

( )f t

( )R t ( )h t

( )
t

f x dx
∞

∫

'( )R t− ( )

( )
t

f t

f x dx∫0

'( )
( )

R t
R t

−

( )H te−

( )( ) H th t e−

 
  

)  رابطه بين ۲ .  ۳شكل  )f t ،( )R t و ( )h t  
  

 د ديگر كمتر باشسيستمي از نرخ خطر سيستمدهد كه اگر نرخ خطر يك  قضيه زير نشان مي
  . دوم استسيستم اول قابل اعتمادتر از سيستمآنگاه 

  



و میانگین باقیمانده عمرمیانگین   
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، توابع f2 و f1 متغيرها  طول عمر به ترتيب با توابع چگالي T2 و T1  فرض كنيد  ۲ .  ۳قضيه 
)، t<0 اگر به ازا  هر . باشندR2 و R1قابليت اعتماد  ) ( )h t h t≤1  آنگاه 2

( ) ( )R t R t≥1 2 .  
  . اثبات

)، t<0فرض اينكه برا   ) ( )h t h t≤1   دهد،  نتيجه مي2
  

( ) ( )
t t
h x dx h x dx≤∫ ∫1 20 0

 
  

t<0 ،lnه به ازا  هر و اين معادل است با اينك ( ) ln ( )R t R t− ≤ −1  و اين يعني به ازا  2
t<0 ،( ) ( )R t R t≥1   ■.                                                                شود  و اثبات كامل مي2

 گاهي اوقات در مدل  كنيم كه، به پايان برسانيم به اين نكته اشاره ميقبل از آنكه اين بخش را 
توان به عنوان  ها  آمار  ممكن است بخواهيم كه تعيين كنيم آيا يك تابع خاص را مي ساز 

)به طور كلي هر تابع . روش تعيين اين مسئله ساده است. تابع نرخ خطر در نظر گرفت )h t كه 
  . دو خاصيت زير صدق كند يك تابع نرخ خطر خواهد بوددر
tبرا  هر ) الف ≥ 0 ،( )h t ≥0  
lim) ب ( )

t
H t

→
=

0
lim و 0 ( )

t
H t

→
= ∞

0
  

)كه در آن  ) ( )
t

H t h x dx= ∫0
  . تابع نرخ تجمعي است

  
  باقيمانده عمرو ميانگين  ميانگين ۴ .    ۳

باشد   ميT، همانند هر نوع متغير تصادفي ديگر، متوسط Tيک مشخصه مهم متغير طول عمر 
در . گويند سيستم مي" متوسط طول عمر"يا " ميانگين تا زمان خرابي"که در قابليت اعتماد به آن 

) را با Tاينجا متوسط  )E Tدهيم و طبق تعريف برابر است با  نمايش مي  
  

( ) ( )E T xf x dx
∞

= ∫0
  

  

)توان  دهد که چگونه با استفاده از تابع قابليت اعتماد مي قضيه زير نشان مي )E T را محاسبه 
  .کرد

) متغير تصادفي پيوسته با تابع قابليت اعتماد T اگر   ۳ . ۳قضيه  )R t و تابع چگالي احتمال 
( )f t باشد آنگاه در صورت وجود ( )E T،  

  

( ) ( )E T R x dx
∞

= ∫0
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    داريم.اثبات

( )

( ) ( )

lim ( )

lim ( ) ( )

lim ( ) ( )

b

b

b

b

b

E T xf x dx

xf x dx

bR b R x dx

bR b R x dx

∞

→∞

→∞

∞

→∞

=

=

 = − +  

= − +

∫

∫

∫

∫

0

0

0

0

                         

  

)کافيست نشان دهيم  )lim ( )
b

bR b
→∞

− =   داريم. 0
  

( ) ( )

( )

b

b

bR b b f x dx

xf x dx

∞

∞

=

≤

∫

∫
  

  

)چون  )E T ≤ b هنگامي كه ، است سمت راست نامساو ∞ → ، به سمت صفر ميل ∞
)در نتيجه . كند مي )bR b نيز هنگامي كه b →   بنابراين. كند  به سمت صفر ميل مي∞

  

( ) ( )E T R x dx
∞

= ∫0
  

  

  . متوسط طول عمر قطعات را به دست آوريد۲ .  ۳ و ۱ . ۳  در مثال  ۵ . ۳مثال 
   داريم۱ .  ۳  در مثال .حل

  

( )
( )

.

E T dt
t

t

∞

∞

=
+

=
+

=

∫ 20

0

1
1

1
1
1

  

  

  .يعني متوسط طول عمر قطعه برابر يك سال است
)، ۲ .   ۳مثال  )E Tبرابر است با   

  

( )

/

tE T e dt
π∞ −= =

= ≡

∫
2

0 2
0 886 323

  
  

 گير  جزء به جزء با انتگرال

 روز سال
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  .شود كه در آن انتگرال با استفاده از روش مختصات قطبي به راحتي نتيجه مي
ها   زيع وايبل هستند كه از مدل به ترتيب حالت خاص توزيع پارتو و تو۲ . ۳ و ۱ . ۳ها   مثال

ها  ديگر  ها و مدل در فصل بعد به طور مشروح در مورد اين مدل. معروف در قابليت اعتمادند
  . كنيم آمار  بحث مي

يكي از ديگر معيارها  مهم در مطالعات قابليت اعتماد و مباحث طول عمر، ميانگين عمر 
) متغير تصادفي طول عمر با تابع قابليت اعتماد Tفرض كنيد . باقيمانده است )R tفرض .  باشد

t در زمان Tكنيد سيستمي با طول عمر  =  سيستم t<0 مورد استفاده قرار بگيرد و در زمان 0
T آنگاه عمر باقيمانده سيستم تحت اين شرط كه .اشدهنوز فعال ب t>عبارتست از   

  

tT T t T t= − >  
  

اگر . تواند برا  مهندسان قابليت اعتماد مهم باشد  ميtTخواص متغير تصادفي عمر باقيمانده 
) را با tTتابع قابليت اعتماد  | )R x t  نشان دهيم آنگاه برا x<0داريم   

  

( )
( )
( )

( )
( )

( )

( | )

|

, ,

tR x t P T x

P T t x T t

P T x t
P T t

R x t
x t

R t

= >

= − > >

> +
=

>

+
= > 0

 

  

)واضح است كه  | )R x t به عنوان يك تابع پويا از زمان قابليت اعتماد شرطي سيستم را در هر 
tدر نقطه . دهد  ميلحظه از زمان نشان = )، داريم 0 | ) ( )R x R x=0.  

)، با t را، به عنوان تابعي از tTاگر ميانگين  )m t داريم، ۳ . ۳ نمايش دهيم از قضيه   
  

( )
( )

( )

|

( | )

( )
( )

( )
( )

t

t

m t E T

E T t T t

R x t dx

R x t
dx

R t
R u

du
R t

∞

∞

∞

=

= − >

=

+
=

=

∫

∫

∫

0

0
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xكه در آن تساو  اخير از تغيير متغير  t u+ )تابع . شود  حاصل مي= )m t  را ميانگين عمر
 .دهد زمان نشان مي را در هر لحظه از Tمتوسط عمر باقيمانده گويند و در واقع   ميTباقيمانده 

)واضح است كه  )( )m E T=0  
  .فرض كنيد توزيع طول عمر يك لامپ الكتريكي برحسب ماه به صورت زير باشد ۶ .  ۳مثال 

  

( )( ) ,t
F t t

−
= − < <

231 0 39  
  

  . را تعيين كنيدFتابع نرخ خطر ) الف
tر زمان قابليت اعتماد اين لامپ د) ب =    ماه چقدر است؟2
  .ميانگين باقيمانده عمر لامپ را به دست آوريد) ج
tاگر بدانيم كه لامپ در زمان ) د = كند، چقدر احتمال دارد كه يك ماه ديگر   هنوز كار مي1

  كار كند؟
  بر است با تابع چگالي احتمال طول عمر لامپ برا)الف  .حل

  

( ) ( ),f t t t= − < <
2 3 0 39  

  

   است بامساو در نتيجه تابع نرخ خطر لامپ 
  

( ) ,h t t
t

= < <
−
2 0 33  

  

)شود كه  به راحتي ثابت مي )h t تابعي صعود  از tاست .  
   تابع قابليت اعتماد لامپ مساو  است با )ب

  

( ) ( )
( ) ,

R t F t

t

= −

−
=

2
1
3

9
 

  

tبنابراين در زمان و  =    قابليت اعتماد لامپ برابر است با2
  

( )( ) .R
−

= =
23 2 12 9 9  

  

  .آيد  به صورت زير به دست ميT ميانگين عمر باقيمانده )ج
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( )( )
( )

( )
( )

, .

t

t

R x
m t dx

R t

x
dx

t
t

t

∞
=

−
=

−

= − < <

∫

∫
23
2

3
3

1 0 33

 

  وب برابر است با احتمال مطل)د
( ) ( )

( )
( )
( )

|

.

P T
P T T

P T

R
R

>
− > > =

>

=

=

21 1 1 1
2
1

1
2

 

 و ميانگين باقيمانده آن يك به يك Tدهيم كه رابطه بين توزيع احتمال  در قضيه زير نشان مي
  . است

) دارا  قابليت اعتماد T  فرض كنيم متغير تصادفي طول عمر ۴ .   ۳قضيه  )R t و ميانگين عمر 
)باقيمانده  )m tآنگاه برا  .  باشدt<0   

( )( )( ) ,
( )

t dx
m xm

R t e t
m t

−∫
= >00 0 

  .اثبات
)با توجه به تعريف  )m tداريم   

( )
( ) ( )

t

R t
m t R x dx

∞=
∫

1  

)اخير در فاصله اگر از طرفين رابطه  , )t0آوريم  انتگرال بگيريم به دست مي  
  

( )
( ) ( )

ln ( )

( )
ln .

( )

t t

t

t

t

t

R x
dx dx

m x R u du

R u du

R u du

m

∞

∞

∞

=

= −

= −

∫ ∫
∫

∫

∫

0 0

0

1

0
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  بنابراين
  

( )( )
.

( )

t
dx

m xt
R u du

e
m

∞
−∫

=∫ 0

0  

  آوريم  به دست ميtبا مشتق گير  از طرفين اين رابطه برحسب 
  

( )( )( ) .
( )

t dx
m xm

R t e
m t

−∫
= 00  

  ■.                                                                                                         شود ات كامل ميو اثب
)قضيه زير رابطه بين تابع ميانگين عمر باقيمانده  )m t و تابع نرخ خطر ( )h tدهد  را نشان مي .  

)  اگر ۵ .  ۳قضيه  )m t و ( )h t به ترتيب ميانگين عمر باقيمانده و تابع نرخ خطر T باشند 
  آنگاه،

  

( )( )
( )

m t
h t

m t
′+

=
1  

  .اثبات
)كافي است از ادعا برا  اثبات  )m tحسب  برtآوريم اگر چنين كنيم به دست مي.  مشتق بگيريم:  

  

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

t

R t f t R x dx
m t

R t
h t m t

∞

− +
′ =

= − +

∫2

2

1

 

  ■.                                                                                                اثبات كامل است در نتيجهو
ادفي و توزيع احتمال آن، به ويژه يك متغير طول عمر، در بررسي خصوصيات يك متغير تص

يكي از . تواند در جايگاه خود مهم باشند ها  ديگر  نيز وجود دارند كه هر يك مي مشخصه
)اگر .  استTها واريانس متغير طول عمر  آن )V T واريانس Tآنگاه .  باشد( )V T 

، حول ميانگين آن و به صورت زير تعريف Tگير  ميزان پراكندگي  معيار  است برا  اندازه
  شود مي

  

( )( ) ( ) .V T E T E T= − 2  
  

)توان نشان داد كه  به راحتي مي )V Tنيز قابل نمايش است كه از نقطه نظر  به صورت زير 
  . تواند مفيد واقع شود محاسباتي مي
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( ) ( )( ) ( ) .V T E T E T= − 22  
  

)جذر مثبت  )V T يعني ،( )V T معروف است و در ) انحراف معيار( به انحراف استاندارد
انحراف استاندارد .  در تعيين فواصل اطمينان كاربرد داردها  استنباطي به ويژه بسيار  از تحليل

 برحسب ساعت Tبرا  مثال اگر . باشد يكسان مي Tگير  است با متغير  دارا  مقياس اندازه
  . باشد، انحراف استاندارد نيز برحسب ساعت خواهد بود

)ام، *p100  مهم در مباحث آمار، صدك ها يكي ديگر از شاخص )p< <0 ، توزيع است 1
 از حل معادله  است كهT مقدار  از متغير ptام *p100صدك . دهيم نمايش مي ptكه با 

  آيد زير به دست مي
  

( ) .pF t p=  
  

 pدهد كه در آن زمان به نسبت   زماني را نشان مي ، در يك توزيع طول عمر،ptدر واقع مقدار 
گر احتمال از كار افتادن يك شود يا به تعبير دي ار واحدها  جامعه دچار از كار افتادگي مي

در حالتي . شناسند ام نيز مي*p100 را به چندك ptمقدار .  استp مساو  ptواحد قبل از 
pكه  =0 5/ ،t0 ها  مركز  توزيع  ميانه توزيع يكي از شاخص.  برابر با ميانه توزيع است/5

 درصد مقادير توزيع از آن كمتر و ۵۰دهد، از اين نقطه نظر كه  است كه مركز توزيع را نشان مي
  .  درصد مقادير توزيع از آن بيشتر است۵۰

C.باشد كه با  ها  طول عمر، ضريب تغييرات مي يك كميت مهم ديگر در توزيع V نمايش 
  شود دهيم و به صورت زير تعريف مي مي

  

( )
.

( )
V T

C V
E T

=  
  

C.هر چه قدر كه تابع چگالي متمركزتر باشد، مقدار  Vكمتر خواهد شد  .  
   دارا  توزيعي با تابع چگالي احتمال زير باشدT  فرض كنيد متغير تصادفي ۷  .۳مثال 

  

( ) , .
t

f t e t
−

= >51 05  
  

  . را تعيين كنيدTانحراف استاندارد ) الف
  .ميانه توزيع را به دست آوريد) ب
C.مقدار ) ج Vچقدر است؟   
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) برابر است با Tده كه ميانگين توان نشان دا  به راحتي مي)الف.  حل )E T = از طرفي با . 5
   به جزء داريم استفاده از انتگرال گير  جزء

  

( )
t

E T t e dt
∞ −

=

=

∫2 2 5
0

1
5

50
 

  

  و بنابراين 
  

( ) ( ) ( ( ))V T E T E T= −

= −
=

2 2

250 5
25

 

  

) مساو  است با Tدر نتيجه انحراف استاندارد  )V T = 5.  
   برابر است با T تابع توزيع )ب

  

( ) ,
t

F t e t
−

= − >51 0  
  

t0ميانه توزيع،    آيد ، از معادله زير به دست مي/5
  

t

e
−

− =
0 5
51 0 5
/

/  
  

  دهد تيجه مياين معادله به راحتي ن
t =0 5 1 5/ /.  

  

   توزيع برابر است باCV) الف( با توجه به نتايج )ج
  

( )
( )

V T
CV

E T
= =

=

25
5

1
 

 
   مفاهيم سالخوردگي۵ .   ۳

شود، مفهوم  ها  مختلف آن مطرح مي  مهم در نظريه قابليت اعتماد كه در بخشمفهوميك 
 سالخوردگي به معني افزايش نرخ از كارافتادگي در طول ،به طور شهود . گي استسالخورد
 خطراز اين نقطه نظر، يك معيار مناسب برا  اندازه گير  سالخوردگي مفهوم نرخ . زمان است
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شود و اگر تابع نرخ  اگر نرخ خطر صعود  باشد، متغير طول عمر دچار سالخوردگي مي. است
طول عمر دچار سالخوردگي منفي خواهد بود بدين معني كه سيستم خطر نزولي باشد متغير 

اگر نرخ خطر برحسب زمان ثابت باشد، اصطلاحاً . شود تر مي مربوطه با گذشت زمان جوان
زماني اتفاق اخير شود وضعيت  به راحتي اثبات مي. شود گوييم سيستم دچار سالخوردگي نمي مي
با توجه . كنيم د كه در فصل بعد در مورد آن بحث ميافتد كه توزيع تحت بررسي نمايي باش مي

  .كنيم صورت زير معرفي ميشكل دقيق به مفاهيم سالخوردگي را به بعضي از به بحث فوق 
 را متعلق به F.  باشدT تابع توزيع متغير تصادفي طول عمر F  فرض كنيد ۲ .  ۳تعريف 

)گوييم هرگاه تابع نرخ خطر آن ، ) نزولي(ها  با نرخ خطر صعود   كلاس توزيع )h t، تابعي 
  .  باشدtاز ) غير صعود (غير نزولي 

 Fكنيم بر آنكه نشان دهيم  استفاده مي) IFR) DFR  از علامت اختصار  ۲ .  ۳تبصره 
  . است) نزولي(ها  با نرخ خطر صعود   متعلق به كلاس توزيع

)را با رفتار ) IFR) DFRها   قضيه زير رابطه بين كلاس توزيع | )R x t قابليت اعتماد ،
  .دهد شرطي، نشان مي

است اگر و تنها اگر تابع ) IFR) DFRها    متعلق به كلاس توزيعFتوزيع   ۶ .  ۳قضيه 
)قابليت اعتماد شرطي آن،  | )R x t، برحسب t باشد) صعود ( نزولي.  

  .  اثبات
)اگر از تابع  )( | )

( )
R t x

R x t
R t

+
برا  ) در صورت وجود مشتق( مشتق بگيريم t بر حسب =

  . آوريم  به دست ميxمقدار ثابت 
  

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( | )
( )

f t x R t f t R t x
R x t

R t

− + + +′ = 2  
  

( | )R x t است اگر و تنها اگر ) صعود ( نزولي( )( | ) ( )R x t ′ ≤ ≥  اين  معادل است بااين 0
  كه

  

( ) ( )( ) , ,
( ) ( )

f t f t x
t x

R t R t x
+

≤ ≥ >
+

0 
  

  و اين يعني 
  

( ) ( ) ( )h t h t x≤ ≥ +  
  

  ■                                                            .                                           و لذا اثبات كامل است
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 با آنگاهشود ) سالخوردگي منفي(كند اگر سيستم دچار سالخوردگي  نتيجه اين قضيه بيان مي
  .شود و بالعكس) بيشتر( با گذشت زمان كمتر آنكه قابليت اعتماد شرطي آن

ها  ميانگين باقيمانده عمر صعود   ع كلاس توزي ها،  مهم توزيعها  يكي ديگر از كلاس
  . كند تعريف زير اين مفهوم را ارائه مي. است) نزولي(

ها مهم  يكي ديگر از مفاهيم سالخوردگي قابليت اعتماد كه به ويژه در تعمير و نگهدار  سيستم
 است كه در زير به تعريف" نو بدتر از استفاده شده"و " نو بهتر از استفاده شده"است، مفهوم 

  پردازيم ها مي آن
گوييم ") نو بدتر از استفاده شده" ("نو بهتر از استفاده شده" را F  توزيع طول عمر ۳  . ۳تعريف 

  .  نامنفي، تابع قابليت اعتماد آن در نامساو  زير صدق كندy و xهر گاه به ازا  هر 
  

( ) ( ) ( ) ( )R x y R x R y+ ≤ ≥ )۳  .   ۲                                       (  
  

) NBUاز علامت اختصار   )NWUكنيم برا  آن كه نشان دهيم   استفاده ميF متعلق 
  .است) نو بدتر از استفاده شده(ها  نو بهتر از استفاده شده  به كلاس توزيع

)معادل است با اين كه بگوييم قابليت اعتماد شرطي سيستم ) ۲   . ۳(نامساو   | )R x y)  يعني
)سيستم نو از قابليت اعتماد ) yسيستم با سن  )R x است) بيشتر( كمتر.  
) F ،IFRتوان نشان داد كه اگر  به راحتي مي )DFR باشد آنگاه F ،NBU 

( )NWUشود اثبات به دانشجو واگذار مي. ( است(  
) دارا  ميانگين عمر باقيمانده F  فرض كنيد تابع توزيع احتمال ۴ .  ۳تعريف  )m tباشد  .
است اگر و تنها ) صعود (اقيمانده نزولي ها  با ميانگين عمر ب  توزيع  متعلق به كلاسFگوييم 

)اگر  )m t برحسب ) صعود ( تابعي نزوليtباشد .  
 متعلق Fكنيم برا  آنكه نشان دهيم  استفاده مي) DMRL) IMRLاز علامت اختصار  

  . است) صعود (ها  با ميانگين عمر باقيمانده نزولي  به كلاس توزيع
  .كنيم اكنون قضيه زير را اثبات مي

  . است) IMRL (F ،DMRLباشد آنگاه ) F ،IFR) DFR  اگر ۷ .  ۳قضيه 
.  اثبات

ــضيه  ــه  ۶ .۳در ق ــديم ك ــه ازا     ) F ،IFR) DFR دي ــر ب ــا اگ ــر و تنه ــت اگ ــت xاس  ثاب
( )

( )
R t x

R t
اسـت  ) DFR (F  ،IFRبـه عبـارت ديگـر       .  باشد tاز  ) صعود ( تابعي نزولي    +

tاگر و تنها اگر به ازا   t< <1    داشته باشيم20
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( ) ( )( )

( ) ( )
R x t R x t

R t R t
+ +

≤ ≥1 2

1 2
 

  

) در فاصله xاگر از طرفين رابطه اخير رو  مقادير  ,   آوريم  انتگرال بگيريم به دست مي0∞(
  

( ) ( )( )
( ) ( )

R x t R x t
dx dx

R t R t

∞ ∞+ +
≤ ≥∫ ∫1 2

0 0
1 2

 
  

)و اين يعني  ) ( ) ( )m t m t≥ ≤1   ■                                 .                   شود  و اثبات كامل مي2
شود آنگاه ) سالخوردگي منفي(گيريم كه اگر سيستم دچار سالخوردگي  از اين قضيه نتيجه مي

بايد توجه داشت كه عكس اين . شود مي) بيشتر(ميانگين عمر باقيمانده آن با گذشت زمان كمتر 
)ه اگر توان نتيجه گرفت ك يعني نمي. مطلب در حالت كلي درست نيست )m t  برحسب زمان

)باشد آنگاه ) صعود (نزولي  )h t  است) نزولي(صعود  برحسب زمان.  
  
   متغيرها  طول عمر گسسته۶ .  ۳

توان  ها متغير تصادفي طول عمر را مي آيد كه در آن هايي به وجود مي در دنيا  واقعي وضعيت
توان مقدار   را ميT طول عمر يك اتومبيل باشد، T برا  مثال اگر . گرفتگسسته در نظر

همچنين گاهي اوقات . كيلومترهايي در نظر گرفت كه اتومبيل قبل از خرابي طي كرده است
تغير تصادفي گسسته تبديل ها بهتر است يك متغير تصادفي پيوسته را به م جهت سهولت تحليل

 يك T طول عمر يك كامپيوتر خانگي باشد، آنگاه واضح است كه Tبرا  مثال اگر . كرد
)متغير تصادفي پيوسته است كه هر مقدار در فاصله  ,  Tاگر فرض كنيم . كند  را اختيار مي0∞(

 يك متغير تصادفي Tكند، آنگاه  تعداد روزهايي باشد كه كامپيوتر قبل از خرابي عمل مي
, كه مقادير خواهد بود , ,2 1   .كند  را اختيار مي…0

}عمر گسسته باشد كه رو  مجموعه  متغير طول Tدر ادامه فرض كنيم  }, , ,S = 0 1 2  مقدار …
)فرض كنيد . بگيرد )f t تابع جرم احتمال Tيعني .  باشد  

  

( )( ) ,f t P T t t S= = ∈  
  

)اگر  )F t تابع توزيع Tباشد آنگاه   
  

( )( ) ,F t P T t t S= ≤ ∈  
  

   لذا تابع قابليت اعتماد آن برابر خواهد بود باو
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( )
( ) ( )R t F t

P T t

= −

= >

1  
  

) را با Tتابع نرخ خطر  )h tشود دهيم كه به صورت زير تعريف مي  نمايش مي  
  

( )
( )
( )

( ) |

( ) ,
( )

h t P T t T t

P T t
P T t

f t
t S

R t

= = ≥

=
=

≥

= ∈
−1

 

  

)توجه كنيد كه در حالت گسسته،  )h tصفر  بين يك احتمال شرطي است و همواره مقدار آن 
  . و يك است
)توان با استفاده از   را ميFتابع توزيع  )h tبدين منظور به ازا  .  به دست آوردt S∈ 

  توان نوشت مي
  

( )
( )

( )

( )( ) f t
h t

P T t

P T t
P T t

− = −
≥

≥ +
=

≥

1 1

1  

  

  آوريم اگر اين معادله بازگشتي را حل كنيم به دست مي
  

( ) [ ]( ) , , ,
t

i

P T t h i t
−

=

≥ = − =∏
1

0
1 1 2 …  

  

   برابر است باTو بنابراين تابع جرم احتمال 
  

[ ] [ ]

[ ]

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

t t

i i

t

i

f r P T t P T t

h i h i

h t h i

−

= =

−

=

= ≥ − ≥ +

= − − −

= −

∏ ∏

∏

1

0 0
1

0

1

1 1

1

 

  

) را برحسب تابع قابليت اعتماد Tسته ميانگين در حالت گس )R tتوان   به صورت زير مي
) برحسب Tابتدا توجه كنيد كه ميانگين . محاسبه كرد )f tبرابر است با   
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( ) ( )

( ) ( ) ( )
t

E T tf t

f f f

∞

=

=

= + + +

∑
0

1 2 2 3 3 L
 

  .توان به صورت زير دوباره نويسي كرد سمت راست رابطه اخير را مي
  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

f f f
f f f

f f

+ + +
+ + +

+ +

1 2 3
2 3 4

3 4

L
L
L

M M

 

)سطر اول نمايش فوق برابر است با  )P T ≥ )، سطر دوم برابر است با 1 )P T ≥ در ...  و 2
) نتيجه )E Tخواهد شد بامساو  جمع سطرها  نمايش فوق است،  كه برابر با   

  

( )( )

( )

t

t

E T P T t

R t

∞

=

∞

=

= ≥

= −

∑

∑
1

1
1

)۳ .  ۳                                           (  

)اكنون فرض كنيد  )|tT T t T t= −    باشد آنگاهT عمر باقيمانده ≤
  

( ) ( )
( )

( )

|

( )
( )

tP T x P T t x T t

P T x t
P T t

R t x
R t

≥ = − ≥ ≥

≥ +
=

≥

+ −
=

−
1

1

 

)، كه با T عمر باقيمانده )۳  .   ۳(فاده از رابطه اخير و نمايش با است )m tبرابر ،دهيم  نمايش مي 
  است با

  

( )( )

( )
( )

( )
, , ,

( )

x

x

u t

m t P T x

R x t
R t

R u
t

R t

∞

=

∞

=

∞

= −

= ≥

+ −
=

−

= =
−

∑

∑

∑

0

0

1

1
1

1 21 …
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 تعداد Tر باشد كه در آن  دارا  جرم احتمال زيT  فرض كنيد متغير طول عمر  ۸ . ۳مثال 
  .كند  كه سيستم قبل از اولين خرابي كار مي استهايي ماه

  

( ) , , ,
t

f t t = = 
 

1 2 0 13 3 …  
  

   برابر است باTدر اين حالت تابع قابليت اعتماد 
  

( ) ( )
x t

x t

R t P T t
+∞

= +

= >

   = =   
   

∑
1

1

1 2 2
3 3 3

 

  

   مساو  است باTتابع نرخ خطر 
  

( )( )
( )

t

t

f t
h t

R t
=

−

 
 
 =

 
 
 

=

1
1 2
3 3

2
3

1
3

 

  

ميانگين باقيمانده عمر به صورت زير به دست .  بستگي نداردtو به است كه مقدار  ثابت 
آيد مي

  

( )
( )

( )

, , ,

x t

x

x t
t

R x
m t

R t

t

∞

= −

+∞

= −

=
−

 
 
 = =

 
 
 

=

∑

∑

1

1

1

1
2
3 0 1

2
3

3

…  
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دهد به  اين نشان مي.  بستگي نداردtكه به  است ۳ميانگين باقيمانده عمر نيز در اين حالت مقدار 
اين توزيع .  ماه است۳طور متوسط در هر لحظه از زمان كه سيستم فعال باشد، مدت عملكرد آن 

  .حالت خاص توزيع هندسي است
 
  ها  منسجم  توزيع طول عمر سيستم ۷ .  ۳

بدين معني كه . حالت ايستا مورد بررسي قرار داديمها را در   قابليت اعتماد سيستمدومدر فصل 
به . كند يا از كار افتاده است فرض كرديم يك جزء در سيستم دو وضعيت دارد، يا كار مي

متغيرها  مورد بررسي در حالت ايستا . همين دليل برا  سيستم نيز دو وضعيت در نظر گرفتيم
خواهيم وضعيتي را مورد بررسي قرار دهيم  يدر اين بخش م. كردند  را اختيار مي۱ يا ۰مقادير 

در . كه در آن برا  هر يك از اجزا  سيستم و در نتيجه برا  سيستم طول عمر قائل شويم
 به ، در هر لحظه از زمان،مطالعه چنين وضعيتي قادر خواهيم بود كه قابليت اعتماد سيستم را

هايي برا  آن   محاسبه كنيم يا كرانق به صورت دقيعنوان تابعي از قابليت اعتماد اجزا  سيستم
  .ارائه كنيم

  . جزء باشد و فرضيات زير را در نظر بگيريدn تابع ساختار يك سيستم با ϕ فرض كنيد 
,ام، iفرض كنيد جزء ) الف , ,i n= 1 2  باشد كه دارا  تابع توزيع iTارا  طول عمر ، د…
( )iF t تابع چگالي ،( )if t و تابع قابليت اعتماد ( )iR tاست .  
,اند،   ها متغيرها  تصادفي مستقلiT) ب , ,i n= 1 2 ….  
tدر زمان ) ج = شوند  افتند تعمير يا تعويض نمي اجزايي كه از كار مي.  همه اجزاء فعال هستند0

  . مانند و در همان حالت باقي مي
)برا  تعريف طول عمر سيستم فرض كنيد متغيرها  تصادفي دو مقدار   )iX t ،

, , ,i n= 1 2   ، را به صورت زير تعريف كنيم…
  

,
( )

,
i

i
i

T t
X t

T t
>

=  ≤

1
0  

  

)و بردار وضعيت سيستم را با  )( ) ( ), , ( )nt X t X t=X 1 اكنون تعريف . دهيم  نمايش مي…
  . زير را داريم

سيستم برا  اولين بار وارد وضعيت  است كه در آن t  طول عمر سيستم مقدار  از ۵ . ۳تعريف 
   نمايش دهيم آنگاهTاگر اين مقدار را با . شود از كار افتادگي مي

  

( ){ }inf ; ( ) .T t tϕ= =X 0  
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)اگر  )( )R t P T t= ) قابليت اعتماد سيستم باشد آنگاه برا  به دست آوردن < )R t به 
)فرض كنيد . كنيم صورت زير عمل مي )h p تابع قابليت اعتماد سيستم در حالت ايستا باشد 

  يعني 
  

( )( )( ) , , , .nh E X X Xϕ=p 1 2 …  
  

   وجود دارد كهψآنگاه بسته به نوع ساختار سيستم تابعي مانند 
  

( )( ) , , , .nh p p pψ=p 1 2 …  
  

   برابر است باt تابع قابليت اعتماد سيستم در زمان با توجه به اين كه
  

( )( ) ( ), ( ), , ( )nR t R t R t R tψ= 1 2 …  
  

  .برا  توضيح بيشتر مثال زير را در نظر بگيريد
 جزء است كه به طور مستقل n متوالي با ϕفرض كنيد ساختار : سيستم متوالي   ۹ .  ۳ مثال 
,اگر . كنند كار مي , ,nT T T2  طول عمر اجزا  سيستم باشند آنگاه طول عمر سيستم برابر …1

)است با  )min , , , nT T T T= 1 2 در اين حالت قابليت اعتماد سيستم به طور مستقيم به . …
  .آيد صورت زير به دست مي

  

( )
( )( )

( )

( )

min , , ,

( )

n

n

i
i

n

i
i

R t P T t

P T T T t

P T t

R t

=

=

= >

= >

= >

=

∏

∏

1 2

1

1

…

 

  

)توجه كنيد كه قابليت اعتماد سيستم در حالت ايستا برابر بود با  )
n

i
i

h p
=

= ∏p
1

اگر در تساو  . 
)اخير قرار دهيم  )i ip R t=آوريم  آنگاه به دست مي  

  

( ) ( )
n

i
i

R t R t
=

= ∏
1

 
  

)، tدر حالتي كه به ازا  هر  ) ( )iR t R t=آوريم ، آنگاه به دست مي  
  

( )( ) ( ) nR t R t= 1  
  

 از فرض استقلال
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  توجه كنيد كه در اين حالت تابع نرخ خطر سيستم برابر است با
  

( ) ( ),h t nh t t= >1 0 
  

 برابر نرخ nاست با يعني، در حالتي كه اجزا  سيستم هم توزيع باشند، نرخ خطر سيستم برابر 
) باشد آنگاه tاز ) نزولي( تابعي صعود  h1 اگر .خطر هر يك از اجزا  آن )h t نيز چنين 

  .است
 جزء است كه به طور مستقل n مواز  با ϕفرض كنيد ساختار : سيستم مواز    ۱۰. ۳مثال 
,اگر طول عمر اجزا  سيستم . كنند مي عمل  , ,nT T T2  باشند آنگاه طول عمر سيستم برابر …1

)است با  )max , , , nT T T T= 1 2   :آيد  و قابليت اعتماد سيستم به صورت زير به دست مي…
  

( )
( )( )
( )( )

( )

( )( )

( )

( )

max , , ,

max , , ,

( ) .

n

n

n

i
i

n

i
i

n

i
i

R t P T t

P T T T t

P T T T t

P T t

P T t

R t

=

=

=

= >

= >

= ≤

= − ≤

= − − >

= − −

∏

∏

∏

1 2

1 2

1

1

1

1

1 1

1 1

…

…

 

توانستيم از اين واقعيت به دست آوريم كه در حالت ايستا، قابليت اعتماد سيستم  نتيجه اخير را مي
  برابر بود با 

( ) ( ).
n

i
i

h p
=

= − −∏p
1

1 1  
  

)اگر در اين تساو  قرار دهيم  )i ip R t= آنگاه ( )R t  ۴   .  ۳(برابر خواهد شد با.(   
)، tاگر به ازا  هر  ) ( )iR t R t= ،, , ,i n= 1 2   ، آنگاه قابليت اعتماد مساو  است با،…

  

( )
( )

( ) ( )

( ) ,

n

n

R t R t

F t t

= − −

= − >

1

1

1 1
1 0

 

در اين حالت تابع نرخ خطر سيستم به صورت . اء است تابع توزيع مشترك اجزF1كه در آن 
  تابع چگالي طول عمر سيستم مساو  است با. آيد زير به دست مي

  

 از فرض استقلال

)۳ .  ۴(  
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( ) ( ) ( ),nf t nf t F t t−= >1
1 1 0 

  

  :در نتيجه تابع نرخ خطر سيستم برابر است
  

( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

n

n

n

n
i

i

nf t F t
h t

F t

nf t F t

F t F t

h t L t

−

−

−

=

=
−

=
−

=

∑

1
1 1

1
1

1 1

1
1

1

1

1

1
 

  

  كه در آن
( )( ) .
( )

n

n
i

i

nF t
L t

F t

−

−

=

=

∑

1
1

1

1

  

)ن نشان داد كه توا  به راحتي مي )L t< ≤0 ) بنابراين 1 ) ( )h t h t≤  و اين يعني تابع نرخ خطر 1
  .يك سيستم مواز  همواره كمتر يا مساو  است از نرخ خطر هر يك از اجزا  سيستم

  

)ها    سيستم  ۱۱  .  ۳مثال  )n k− + ,هايي اگر   برا  چنين سيستم:n از 1 , ,nT T T2  طول …1
k:طول عمر سيستم برابر است با با توجه به تعريف سيستم، عمر اجزاء باشند، آنگاه  nT T= كه 

k:در آن  nT ،k متغيرها  با متناظر امين آماره ترتيبي, , ,nT T T2 اگر فرض كنيم .  است…1
iT ،ها, , ,i n= 1 2 )، مستقل و هم توزيع با قابليت اعتماد مشترك … ) ( )iR t R t=  هستند، 1

ماد سيستم در حالت ايستا قابليت اعت. آيد آنگاه قابليت اعتماد سيستم به صورت زير به دست مي
   بااستبرابر 

  

( ) ( )
n

n i i

i

n
h p p

i
−

=

 
= − 

 
∑p

0
1  

  

)بنابراين با قرار دادن  )p R t=   يعني . آيد  به دست ميt قابليت اعتماد سيستم در زمان 1
  

( )

( ) ( )

:( )

( ) ( ) , .

k n

n
n i i

i

R t P T t

n
R t R t t

i
−

=

= >

 
= − > 

 
∑ 1 1

0
1 0
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 را در نظر بگيريد و فرض كنيد كه اجزا  سيستم دارا  ۳ .   ۳   سيستمي را با نمودار ۱۲ . ۳مثال 
,، iTطول عمر  , ,i n= 1 2 )، هستند كه از يكديگر مستقل و دارا  قابليت اعتماد … )R t1 

  . طول عمر سيستمتابع قابليت اعتمادمطلوبست تعيين . هستند
  
  
  
  
  
  

    ۱۲ .  ۳  نمودار مثال ۳.   ۳شكل 
} مجموعه مسير مينيمال به صورت ۳  ابتدا توجه كنيد كه سيستم دارا  .حل , , }P =1 1 2 4 ،

{ , , }P =2 1 3 } و 4 }P =5   بنابراين تابع ساختار سيستم برابر است.  است5
  

[ ]( ) ( )( )( ) .x x x x x x xϕ = − − − −x 1 2 4 1 2 4 51 1 1 1  
  

ip با فرض ،توان نشان داد كه قابليت اعتماد سيستم در اين حالت به راحتي مي p=، برابر است 
  با

  

( )( )( )

.

h p E

p p p p

ϕ=

= + − +

X
2 3 4 52 3

 
  

)بنابراين قابليت اعتماد سيستم كه در آن اجزاء مستقل و دارا  قابليت مشترك  )R t1 هستند 
  ابر است بابر

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).R t R t R t R t R t= + − +2 3 4 5
1 1 1 12 3  

  

توان به راحتي با عملگرها    مي۹  . ۳را در مثال ذكر اين نكته لازم است كه طول عمر سيستم 
توان نشان   طول عمر سيستم باشد، با يك بررسي ساده ميTاگر . ماكزيمم تعيين كرد-مينيمم
  داد،

  

( )( ){ }max ,min , ,max , .T T T T T T= 5 1 4 2 3  
  

با . توان قابليت اعتماد سيستم را محاسبه كرد  ميTاكنون با استفاده از متغير تصادفي تصادفي 
  توان نشان داد كه محاسبات ساده مي

  

۱ 
۲ 

۳ 

۵ 

۴ 
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( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ).R t P T t R t R t R t R t= > = + − +2 3 4 5
1 1 1 12 3  

  

فرض كنيد . ادتوان به صورت زير نمايش د به طور كلي طول عمر يك سيستم منسجم را مي
, , ,nT T T2   آنگاه .  طول عمر سيستم باشدT طول عمر اجزا  سيستم و …1

  

min max

max min
j

j

ij k i C

ii Pj l

T T

T
≤ ≤ ∈

∈≤ ≤

=

=
1

1

 
  

,، jPكه در آن  , ,j l= 1 2 ,، jC و … , ,j k= 1 2  به ترتيب نشان دهنده مجموعه مسيرها و …
  . ها  مينيمال سيستم هستند قطع كننده
آوريم، در اينجا نيز  هايي كه برا  قابليت اعتماد سيستم در حالت ايستا به دست مي مشابه كران

ضيه زير را  قبدين منظور. ها تعيين كرد ها  قابليت اعتماد را برا  طول عمر سيستم توان كران مي
  . كنيم اثبات آن را به خواننده واگذار ميدر نظر بگيريد كه 

  
,  فرض كنيد ۸ . ۳قضيه  , ,nT T T2  طول عمر اجزا  يك سيستم منسجم باشند كه مستقل از …1

)ام را با iقابليت اعتماد جزء . كنند يكديگر عمل مي )iR t ،, , ,i n= 1 2 اگر . ، نمايش دهيد…
, , ,lP P P2 , مجموعه مسيرها  مينيمال و …1 , ,kC C C2 ها  مينيمال   مجموعه قطع كننده…1

)سيستم باشند و قابليت اعتماد سيستم را با  )R tنمايش دهيم آنگاه   
  

( ( )) ( ) ( ) .
i i

k l

j j
i j C i j P

R t R t R t
= ∈ = ∈

   
− − ≤ ≤ − −      

   
∏ ∏ ∏ ∏

1 1
1 1 1 1  

  

  
   مسائل۸ . ۳
    تابع توزيع طول عمر يك قطعه الكتريكي برحسب ماه به صورت زير است،.۱

  

,( )
,

t
t

F t
t


< <= 

 ≤

4
0 4256

1 4
 

  

  .تابع نرخ خطر اين قطعه را به دست آوريد) الف
  .ميانگين عمر قطعه را تعيين كنيد) ب
tقابليت اعتماد قطعه در زمان ) ج =    چقدر است؟2
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   برابر است باT  فرض كنيد تابع نرخ خطر يك متغير طول عمر .۲
  

( ) , ,t
h t t

t

α

α

α
α

−

= > >
+

1
0 11  

  

  . را تعيين كنيدTتابع قابليت اعتماد ) الف
αبرا  ) ب = t، در زمان Tكه سيستمي با طول عمر ، با فرض اين2 =  هنوز فعال است، 2

  . واحد زمان ديگر كار كند۲احتمال آن را محاسبه كنيد كه 
  

    فرض كنيد كه تابع خطر يك سيستم به صورت زير باشد،.۳
  

,
( )

,
h t t

h t
h t t

≤ ≤
=  < < ∞

1 1

2 1

0  
  

 است به h2 مقدار آن ثابت t1 است و بعد از زمان h1 مقدار ثابت t1ان يعني نرخ خطر تا زم
hطوريكه  h<1 2.  

  .تابع قابليت اعتماد سيستم را به دست آوريد)الف
  . تابع قابليت اعتماد را رسم كنيدنمودار) ب
t1قابليت اعتماد سيستم در زمان ) ج

3
hبه ازا  ) سال (2 =1

1
3 ،h =2

1
t و 2 =    چقدر است؟6

  سال عمر كند؟ ۱۰ سال و حداكثر ۹چقدر احتمال دارد كه سيستم حداقل ) د
  

)  يكي ديگر از مفاهيم سالخوردگي بر مبنا  تابع نرخ خطر تجمعي .۴ ) ln ( )H t R t= − 
) نزولي(، دارا  نرخ خطر تجمعي صعود  Tگوييم متغير تصادفي طول عمر . شود تعريف مي

)دهيم هر گاه  نمايش مي) IFRA) DFRAاست و با علامت  )H t
t

) نزولي( تابعي صعود  
  . است) DFRA (IFRAباشد آنگاه ) T IFR) DFRثابت كنيد هرگاه .  باشدtاز 

  

)فرض كنيد .  ۵ )h t1 و ( )h t2ها را   توابع نرخ خطر دو سيستم باشند و تابع قابليت اعتماد آن
)به ترتيب با  )R t1 و ( )R t2ثابت كنيد شرط لازم و كافي برا  آنكه به ازا  هر . ش دهيد نماي

t ،( ) ( )h t h t≤1 ) آن است كه 2 )
( )

R t
R t

1

2
  . باشدt تابعي نزولي از 
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)  فرض كنيد .۶ )h t1 و ( )h t2 توابع نرخ خطر دو سيستم باشند و به ازا  هر t ،
( ) ( )h t h t≤1 )ثابت كنيد . 2 ) ( )m t m t≥1 )، كه در آن 2 )m t1 و ( )m t2 به ترتيب 

  .ها هستند سيستمها  عمر باقيمانده  ميانگين
  

)فرض كنيد تابع ميانگين باقيمانده عمر يك سيستم به صورت  . ۷ )m t at b=  باشد كه در +
−aآن < < b  و1∞ > 0،  
  .تابع قابليت اعتماد سيستم را به دست آوريد) الف
  . استDFRنشان دهيد كه سيستم ) ب
)فرض كنيد ) ج )( )

( )
m t

t
m

θ = ، نشان دهيد كه تابع قابليت اعتماد سيستم در تساو  زير صدق 0

  .كند مي
  

( ( ) ) ( ) ( )R t x t R t R xθ + =  
  

,  فرض كنيد .۸ , ,nT T T2  متغيرها  طول عمر مستقل و به ترتيب دارا  توابع نرخ خطر …1
( ), , ( ), ( )nh t h t h t2 نشان دهيد كه نرخ خطر يك سيستم متوالي با طول عمرها  .  باشند…1

iT ،, , ,i n= 1 2   ، برابر است با،…
  

( ) ( )
n

i
i

h t h t
=

= ∑
1

 
  

 آن اجزاء دارا  طول عمرها   جزء است كه درn  فرض كنيد يك سيستم مواز  دارا  .۹
 باشد آنگاه توزيع طول IFRثابت كنيد كه اگر توزيع مشترك اجزاء . اند مستقل و هم توزيع

 .  استIFRعمر سيستم 
  

) IFRAها   ها  طول عمر، كلاس توزيع كلاس مهم ديگر  از توزيع . ۱۰ )DFRA 
متوسط " (متوسط نرخ خطر صعود "ها  با   را متعلق به كلاس توزيعFتوزيع طول عمر . است

) IFRAگوييم و با ) نرخ خطر نزولي )DFRAدهيم هر گاه   نمايش مي( )H t
t

 تابعي غير 
) باشد كه در آن tاز ) غير صعود (نزولي  ) ln ( )H t R t=  F تابع نرخ خطر تجمعي −
) F IFRAثابت كنيد شرط لازم و كافي برا  آن كه . است )DFRA باشد آن است كه 

( )( ) tR t
1

t،  tاز ) صعود ( تابعي نزولي  >   . ، باشد0
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  .ها  طول عمر برقرار است   ثابت كنيد كه رابطه زير بين كلاس توزيع.۱۱
  

IFR IFRA NBU
DFR DFRA NWU

⇒ ⇒
⇒ ⇒

  
 

 را يك مقدار C باشد و F يك متغير تصادفي طول عمر با تابع توزيع Tفرض كنيد   .۱۲
)minثابت در نظر بگيريد و قرار دهيد  , )X C T= .( )E Xيين كنيد را تع .  

  

 Fها    دو متغير تصادفي طول عمر مستقل و به ترتيب دارا  توزيعT2 و T1  فرض كنيد .۱۳
  . باشندT2 و T1 به ترتيب توابع چگالي متناظر با g و fاگر .  باشندGو 

)) الف )P T T>1   . را تعيين كنيد2
)اگر ) ب | )tT T t T t= − >1 1 ) و 1 | )tT T t T t= − >2 2  به ترتيب عمر باقيمانده متناظر با 2
T1 و T2 ،باشند ( ) ( )t tt P T Tρ = >1   . را به دست آوريد2
)اگر ) ج ) ,tF t e tλ−= − >11 ) و 0 ) ,tG t e tλ−= − >21 و ) الف( احتمالات ارائه شده در  ،0
  .را به دست آوريد) ب(
  

   دارا  توابع قابليت اعتماد زير باشندT2 و T1ر مستقل فرض كنيد دو متغير طول عم  .۱۴
  

( ) ,T

t
R t t= − ≤ ≤

1
1 0 ) و 22 ) ,TR t t t= − ≤ ≤

2

11 2 0 2  
  

  . را تعيين كنيدT2 و T1ميانگين طول عمر يك سيستم متوالي متشكل از ) الف
  .  را تعيين كنيدT2 و T1ميانگين طول عمر سيستم مواز  متشكل از ) ب

  

  باشد تابع نرخ خطر سيستمي دارا  شكل زير مي . ۱۵
  

( ) , , , ,h t t tα γαµ βγ α β µ γ− −= + > > > >1 1 0 0 0 0   
  

توان نتيجه گرفت كه سيستم دارا  ساختار متشكل از   ميآيا. قابليت اعتماد سيستم را تعيين كنيد
  دو جزء است؟
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 سه متغير طول عمر مستقل باشند كه به ترتيب دارا  توابع T3 و T1 ،T2  فرض كنيد .۱۶
)قابليت اعتماد  ) ,t

TR t e t−= >
1

2 0 ،( ) ,t
TR t e t−= >

2

2
) و 0 ) ,t

TR t e t−= >
3

. باشند 0
   باشد، آنگاه T3 و T1 ،T2 طول عمر سيستمي متوالي متشكل از Tاگر 
  .م را تعيين كنيدقابليت اعتماد سيست) الف
  .شكل است-Uبه صورت تحليلي يا نمودار  نشان دهيد كه تابع نرخ خطر سيستم ) ب

  

) دارا  تابع نرخ خطر T  فرض كنيد .۱۷ ) ,t
h t t

t
= >

+
  . باشد01

  . استIFR متعلق به كلاس Tنشان دهيد كه ) الف
  .  را تعيين كنيدTتابع قابليت اعتماد ) ب
  . را به دست آورد و در مورد رفتار آن بحث كنيدTميانگين عمر باقيمانده ) ج

  

  است كه تابع قابليت اعتماد آن   فرض كنيد يك قطعه الكتريكي دارا  طول عمر.۱۸
  زير استبرحسب ماه به صورت 

  

( ) ,
( )

R t t
t

= >
+ 2
4 02   

  

t را در زمان Tميانگين عمر باقيمانده ) الف =   . ماه تعيين كنيد3
)نمودار ميانگين عمر باقيمانده، ) ب )m tرا رسم كنيد ،.  

  

) يك متغير طول عمر با ميانگين عمر باقيمانده T  ثابت كنيد اگر .۱۹ )m t و تابع قابليت 
)اعتماد  )R t باشد آنگاه ميانگين آن µنوشتتوان به صورت زير  را مي   

  

( ) ( ) ( )
t
R x dx R t m tµ = +∫0

   
  

  تعبير اين رابطه چيست؟
  

  نرخ خطر سيستمي به صورت زير باشد  فرض كنيد تابع .۲۰
  

( ) ,
te

h t t
t

= > 0
2

   
  

  .تابع قابليت اعتماد سيستم را تعيين كنيد) الف
)نشان دهيد كه ) ب )h t ،U-شكل است.  

  

  . را اثبات كنيد۸   .   ۳ قضيه .۲۱
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فرض .  متناسب استها  مخاطرهها  عمر، مفهوم نرخ  يكي از مفاهيم مهم در تحليل داده  .۲۲
.  باشندh2 و h1، دو متغير تصادفي طول عمر و به ترتيب دارا  نرخ خطرها  T2 و T1كنيم 

 وجود c متناسب هستند، هر گاه ثابت نامنفي مانند ها  مخاطره دارا  نرخ T2 و T1گوييم 
  داشته باشد به طوريكه

  

( ) ( )h t ch t=2 1   
  

ها  متناسب هستند اگر و تنها اگر   دارا  نرخ مخاطرهT2 و T1ثابت كنيد ) الف
( ) ( ( ))cR t R t=2   . هستندT2 و T1 به ترتيب توابع قابليت اعتماد R2 و R1 كه در آن 1

) دارا  نرخ خطرها  متناسب هستند اگر و تنها اگر T2 و T1ثابت كنيد ) ب )tρ در قسمت 
  ). بستگي نداشته باشدtيعني به ( مقدار  ثابت باشد ۱۳تمرين ) ب(
  

 يك سيستم متوالي باشند كه به ترتيب   طول عمرها  مستقل دو جزءT2 و T1فرض كنيد   .۲۳
  .د هستنh2 و h1دارا  نرخ خطر 

t طول عمر سيستم باشد، ثابت كنيد به ازا  Tاگر ) الف > 0  
  

( )( | )
( ) ( )

h t
P T T T t

h t h t
= = =

+
2

1
1 2

   
  

ال ارائه شده در ها  متناسب باشند آنگاه احتم  دارا  نرخ مخاطرهT2 و T1ثابت كنيد اگر ) ب
  . بستگي نداردtبه ) الف(قسمت 

  
  
  



  
  

  
  
  

۴  
  
  

  ها  طول عمر توزيع
  
  

   توزيع نمايي۱ . ۵
ها  طول  ها  آمار  است كه در مدل ساز  و تحليل داده ترين توزيع توزيع نمايي يكي از مهم

از جمله دلايل مهم كاربرد فراوان توزيع نمايي در قابليت اعتماد يكي فرم . رود عمر به كار مي
  .منحصر به فرد اين مدل استساده محاسباتي اين توزيع و ديگر  خواص 

)نويسيم   دارا  توزيع نمايي است و به طور خلاصه ميTمتغير تصادفي طول عمر  )T E θ∼ 
  اگر تابع چگالي آن به صورت زير باشد

  

( ) , ,tf t e tλλ λ−= > >0 0  
  

   برابر است باTدر اين صورت تابع قابليت اعتماد 
  

( )

, ,

t
x

t

f t e dx

e t

λ

λ

λ

λ

−

−

=

= > >

∫
0

0 0
 

  

  و در نتيجه تابع توزيع آن مساو  است با
  

( ) tF t e λλ −= −1  
  



λاگر .  تنها پارامتر اين توزيع است كه يك پارامتر مقياس استλ عبارت  معلوم باشد، هر
اما در مسايل كاربرد ، معمولاً . توان محاسبه كرد  ميTاحتمالي در مورد سيستمي با طول عمر 

λبه ترتيب نمودارها  ۲ . ۵ و ۱ . ۵ها   شكل.  مجهول است و بايد از داده برآورد شود ( )f t و 
( )F t را برا  چند مقدار λدهند  نشان مي .  

  
    نمودار تابع چگالي احتمال توزيع نمايي۱ . ۵شكل 

  
    نمودار تابع توزيع تجمعي توزيع نمايي۲ . ۵شكل 
)تابع نرخ خطر توزيع نمايي،  )h tبرابر است با   



  

( )( )
( )

t

t

f t
h t

R t

e
e

λ

λ

λ

λ

−

−

=

=

=

 

  

)شود كه  ملاحظه مي )h t به tيعني تابع نرخ خطر سيستمي كه دارا  توزيع .  بستگي ندارد
اين .  استλكند و همواره مساو  مقدار ثابت  نمايي است با گذشت زمان تغيير نمي

به عبارت ديگر اگر تابع نرخ . ها  منحصر به فرد توزيع نمايي است خصوصيت يكي از مشخصه
شود   باشد، آنگاه به راحتي اثبات ميλ همواره ثابت، مثلاً Tخطر يك متغير تصادفي پيوسته 
شود كه اگر  ستي اين مطلب از اين واقعيت ناشي ميدليل در. كه توزيع متغير بايد نمايي باشد

( )R t تابع قابليت اعتماد T باشد، آنگاه   
  

( )

( )

t

t

h x dx

dx

t

R t e

e

e

λ

λ

−

−

−

∫
=

∫
=

=

0

0  

  

  .نتيجه بحث فوق قضيه زير است
  

لي است كه نرخ خطر آن ثابت ها  پيوسته، توزيع نمايي تنها مدل احتما  در بين توزيع ۱ . ۵قضيه 
  . است

توان  ها فرض ثابت بودن نرخ خطر را مي هايي يافت كه برا  آن توان پديده در دنيا  واقعي مي
برا  مثال شكست يك قطعه الكتريكي مانند لامپ با گذشت زمان بر اثر . كم و بيش پذيرفت

د انسان طبيعي است كه با ام در مور. سالخوردگي لامپ نيست بلكه امر  كاملاً اتفاقي است
. يابد شود، نرخ خطر آن نيز افزايش مي گذشت زمان هنگامي كه فرد دچار سالخوردگي مي

بنابراين برا  مصنوعاتي مانند قطعات الكتريكي فرض ثابت بودن نرخ خطر در طول زمان غير 
  .رسد منطقي به نظر نمي

λر ثابت   فرض كنيد نوعي ترانزيستور دارا  نرخ خط۱ . ۵. مثال = 0 ) در هزار ساعت (/04
  . باشد



 ساعت استفاده از كار ۱۵۰۰۰چقدر احتمال دارد كه يكي از نوع ترانزيستورها قبل از ) الف
  . بيافتد
0چه مدت زمان بايد منتظر ماند كه در آن احتمال شكست برابر ) ب   . شود/01
 را در λبنابراين در اينجا بايد .  را به واحد زمان بنويسيمλوجه كنيد كه بايد  ابتدا ت)الف.  حل

λبنابراين .  ضرب كنيم510− = 0    و در نتيجه احتمال مطلوب برابر است با/0000004
  

( )( )F e− ×= −
=
=

0 0000004 1500015000 1
0 006
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/

/
% /

 

  

) را طور  تعيين كنيم كه tبايد مقدار   )ب )F t =0  به صورت زير حاصل tبنابراين . /01
  .شود مي

  

ln( )
t

− −
=

=

1 0 01
0 0000004

25126

/
/  

  

ها  ديگر اين  ار  از ويژگييكي ديگر از خواص منحصر به فرد توزيع نمايي كه در واقع بسي
 Tبنابر تعريف يك متغير تصادفي پيوسته . شود، حاصيت فقدان حافظه است توزيع را باعث مي

 از t2 و t1گوييم دارا  خاصيت فقدان حافظه است اگر و تنها اگر به ازا  هر دو مقدار 
   داشته باشيمTگاه  تكيه

  

( ) ( )|P T t t T t P T t> + > = >1 2 1 2  
  

)به عبارت ديگر اگر  )R t تابع قابليت اعتماد T باشد، آنگاه T دارا  خاصيت فقدان حافظه 
  ها اگراست اگر و تن

  

( ) ( ) ( ), ,R t t R t R t t t+ = >1 2 1 2 1 2 0  
  

  . دهد كه توزيع نمايي دارا  خاصيت فقدان حافظه است قضيه زير نشان مي
  

( ) ( ) ( ), ,R t t R t R t t t+ = >1 2 1 2 1 2 0  
  

)  اگر ۲ . ۵قضيه  )T E λ∼،  آنگاه برا  هر دو مقدارt1 و t2داريم   
  

 ساعت



( ) ( ) ( )R t t R t R t+ =1 2 1 2  
  

  .اثبات
)اگر  )T E λ∼داريم   

  

( )( )

( ) ( )

t t

t t

R t t e

e e
R t R t

λ

λ λ

− +

− −

+ =

=
=

1 2

1 2

1 2

1 2

 

  

  . و بنابراين اثبات كامل است
ها  پيوسته، توزيع نمايي، تنها مدل آمار   شود كه در بين توزيع تر ثابت مي در متون پيشرفته

  .كند  صدق مياست كه در خاصيت فقدان حافظه
دهد كه يك سيستم با توزيع طول عمر  از نقطه نظر سالخوردگي، خاصيت فقدان حافظه نشان مي

 هنوز كار tيعني اگر بدانيم كه سيستم در زمان . شود نمايي هرگز دچار سالخوردگي نمي
 واحد زمان ديگر كار كند برابر است برابر است با t2كند، آنگاه احتمال اينكه به اندازه  مي

بنابراين از ديدگاه .  واحد زمان كار كندt2احتمال اينكه سيستم در وضعيت نو بودن به اندازه 
  قابليت اعتماد اگر سيستم دارا  توزيع نمايي باشد آنگاه 

كند، نياز  به ارائه و طرح برنامه   سيستم نو عمل ميچون سيستم استفاده شده مانند يك) الف
  .برا  تعويض و نگهدار  سيستم نيست

ها  لازم   داده ها  توزيع، قابليت اعتماد و غيره، در برآورد ميانگين طول عمر، صدك) ب
ها چقدر بوده  توانند بر مبنا  اينكه واحد چه مدت زمان كار كرده و اينكه تعداد شكست مي

  .آور  شوند و سن هر يك از واحدها  مورد بررسي مهم نيستاست جمع 
گيريم كه ميانگين عمر باقيمانده توزيع  با توجه به خاصيت فقدان حافظه به راحتي نتيجه مي
  دليل درستي اين مطلب اين است كه. نمايي نيز مقدار  ثابت است و به زمان بستگي ندارد
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)ام توزيع نمايي، يعني kگشتاور مرتبه  )kE T ،k >   .شود ، به صورت زير حاصل مي1−
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)كه در آن  ) k xk x e dx
∞

−Γ + = ∫
0

توان نشان داد كه  به راحتي مي به تابع گاما معروف است و 1

  .كند در خاصيت زير صدق مي
  

( ) ( )k k kΓ + = Γ1  
  

,به ويژه برا   ,k = 1 2   ، داريم…
  

( ) !k
k

k
E T

λ
=  

  

  بنابراين واريانس توزيع نمايي برابر است با
  

( ) ( ) ( )( )V T E T E T

λ λ

λ

= −

= −

=

22

2 2

2

2 1

1

 

  

tبا تبديل  xλ = 



)غييرات اين توزيع كه بنابر تعريف مساو  است با دهد ضريب ت كه نتيجه مي )
( )

V T

E T
 برابر با 

  . است۱
)ام توزيع نمايي را با pاگر صدك مرتبه  )pE λنمايش دهيم آنگاه   

  

ln( )( )p

p
E λ

λ
− −

=
1  

  

)بر خواهد شد با بنابراين ميانه توزيع نمايي برا )pE λ λ −= 10 دهد كه برا   اين نشان مي. /693
هايي   درصد چنين سيستم۵۰ ساعت باشد آنگاه ۱۰۰مثال اگر ميانگين زمان كاركرد يك سيستم 

  . دليل چنين اتفاقي چوله بودن زياد توزيع است.  ساعت خواهد داشت۳/۶۹طول عمر كمتر از 
يعني مقدار كه تابع چگالي در آنجا (نشان داد كه مد اين توزيع توان  همچنين به راحتي مي

نتايج بدست آمده در مورد اين توزيع را در . برابر صفر است) كند ماكزيمم خود را اختيار مي
  . كنيم جدول زير خلاصه مي

   خواص توزيع نمايي۱ . ۵جدول 

  مقدار  نام مشخصه
)تابع توزيع  )F t  te λ−−1  

)تابع چگالي  )f t  te λλ −  
)تابع قابليت اعتماد  )R t  te λ−  

)تابع نرخ خطر  )h t  λ  
)ر باقيمانده تابع ميانگين عم )m t  λ  

)ميانگين  )E T  λ−1  
)واريانس  )V T  λ−2  
λ  ميانه −10 693/  
  ۰  مد

  
دهد در يك  شود كه نشان مي لب توزيع نمايي در قضيه زير بيان و اثبات مييكي از خواص جا

  .مجموعه از متغيرها  تصادفي مستقل نمايي، كمترين مقدار نمونه نيز دارا  توزيع نمايي است
,  اگر ۳ . ۵قضيه  , ,nT T T2    متغيرها  تصادفي مستقل نمايي با تابع توزيع …1
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)باشند آنگاه متغير  )min , , , nT T T T= 1 2  نيز دارا  توزيع نمايي با پارامتر …
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  .است
  . اثبات

)اگر  )R t تابع قابليت اعتماد Tباشد آنگاه   
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 دارا  توزيع نمايي با پارامتر Tعني ي
n

i
i

λ λ
=

= ∑
1

  ■.                   شود  است و اثبات كامل مي
يك نتيجه صريح اين قضيه اين است كه از اجزا  يك سيستم متوالي دارا  طول عمرها  

,نمايي و به ترتيب با نرخ خطرها   , ,nλ λ λ2  باشند، آنگاه طول عمر سيستم نيز نمايي با …1

نرخ خطر 
n

i
i

λ λ
=

= ∑
1

  .  است

ها   توزيع١ها آميزه در مطالعات قابليت اعتماد، گاهي اوقات با مسايلي سر و كار داريم كه در آن
,، iTفرض كنيد . شود مطرح مي , ,i n= 1 2 ، متغيرها  تصادفي مستقل باشند با تابع چگالي …

( )if t . گوييم متغير تصادفيYا  از   آميزه, , ,nT T T2 ) است اگر تابع چگالي آن، …1 )f t ،
  برابر باشد با 

  

( ) ( ), ,
n n

i i i
i i

f t f tα α α
= =

= ≤ ≤ =∑ ∑
1 1

0 1 1  

                                                 
1 Mixture 

 ها iTاز استقلال 



  

شود آن است كه فرض كنيد توليدات  ها ظاهر مي هايي كه در آن آميزه توزيع از جمله مثال
شوند با هم در يك مكان به  روزانه يك كارخانه كه توسط چند دستگاه يكسان توليد مي

ام باشد كه طول عمر i ماشين نسبت توليدات iαفرض كنيد . صورت آميخته نگهدار  شوند
, است، iTمحصول توليد  آن  , ,i n= 1 2 هنگاميكه مشتر  يكي از اين محصولات را . ،…

  .ها خواهد بودiTكند توزيع طول عمر آميزه توزيع  خريدار  مي
  . دهد ها  نمايي نشان مي  را در مورد آميزه توزيعقضيه زير نتيجه جالبي

  

)  فرض كنيد ۶ . ۵قضيه  )i iT E λ∼ كه در آن iTاند،  ها مستقل, , ,i n= 1 2 ، آنگاه آميزه …
iT ها دارا  توزيعDFRاست  .  

  

  .اثبات
   برابر است باTها باشد آنگاه تابع نرخ خطر iT آميزه Tاگر 
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)اگر از  )Th t برحسب tآوريم يريم به دست مي مشتق بگ  
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فرض كنيد 
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)گيريم كه  نتيجه مي )Tdh t
dt

  ■.                            استDFR دارا  توزيع T و در نتيجه 



كنيم كه در توزيع نمايي  ن نكته اشاره ميقبل از اينكه اين بخش را به اتمام برسانيم، به اي
( )E λبه عبارت ديگر، توزيع نمايي با دو پارامتر . تواند يك پارامتر مكان نيز وارد كرد  ميλ 

) كه با θو  ),E λ θا  چگالي زير استدهيم دار  نمايش مي  
  

( )
( ) ,

t
f t e t

θ
λ θ

λ
− −

= >
11  

  

برا  يك متغير طول .  مثبت است و به آن پارامتر ضمانت گويندθدر قابليت اعتماد پارامتر 
 θ مقدار . بيشتر استθعمر با تابع چگالي فوق، مطمئن هستيم كه مقدار طول عمر همواره از 

در اين توزيع نرخ . تواند مهم باشد  ميθتر  برا  توليد كنندگان محصولات برآورد هر چه دقيق

θ است اما ميانگين طول عمر برابر با λخطر دوباره 
λ

+
 و واريانس آن نيز  خواهد بود1

λ2
1 

  . است
  
  ها  ترتيبي توزيع نمايي   آماره۱ . ۱ . ۵

. ها  قابليت اعتماد دارند ها  ترتيبي نقش به سزايي در مطالعات طول عمر و تحليل داده آماره
ت بررسي ها را درحالتي كه توزيع تح ها  ترتيبي، اين آماره در اين بخش پس از معرفي آماره
,فرض كنيد . دهيم نمايي است مورد مطالعه قرار مي , ,nT T T2 ها  تصادفي به حجم   نمونه…1

n از توزيعي پيوسته با تابع توزيع F تابع چگالي ،f  و تابع بقا Rمقادير مرتب شده .  باشد
:نمونه را كه با  : :n n n nT T T≤ ≤ ≤1 2 Lدر بين . ها  ترتيبي نمونه گوييم دهيم آماره  نمايش مي

  .كنيم ها  ترتيبي در قابليت اعتماد، به دو دليل زير اشاره مي دلايل مختلف اهميت آماره
)در يك سيستم ) الف )n k− k:، طول عمر سيستم برابر با n از 1+ nTتر  به طور كلي.  است

 جزء، يكي از مقادير مرتب شده طول عمر nشود كه طول عمر يك سيستم منسجم با  ثابت مي
  . اجزا  آن است

 داده توليد n يك قطعه الكتريكي، هنگامي كه قرار است در برآورد متوسط طول عمر مثلاً) ب
t قطعه را در زمان nكنيم بايد  = ها را ثبت  كنيم و زمان شكست آن  وارد آزمايش مي0

:ها  ترتيبي  واضح است كه زمان شكست قطعات مقادير آماره. كنيم مي : :, , ,n n n nT T T2 1… 
  .خواهند بود
امين آماره ترتيبي، kتوان نشان داد كه تابع قابليت اعتماد تابع چگالي احتمال  به راحتي مي

:k nTبه ترتيب برابرند با ،  
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:تفاضل بين دو آماره ترتيبي متوالي  :k n k nT T −− 1 ،, , ,k n= 1 2 nT:، با … =0 ها   كه به آن0
ها  طول  دهيم نقش مهمي در آزمون  نمايش ميkD بين دو آماره ترتيبي گوييم و با ١فاصله

در حالتي كه توزيع تحت بررسي . كنيم ها  بعد به آن اشاره مي كندكه در فصل عمر باز  مي
  . كنيم ها اشاره مي  خواص بسيار جالبي دارند كه در قضيه زير به آنknها   نمايي است فاصله

  

, فرض كنيد  ۷ . ۵قضيه  , ,nD D D2 هايي بر اساس يك نمونه  الي بين آمارهها  متو  فاصله…1
)تصادفي از توزيع نمايي  )E λباشند آنگاه   

,به ازا  ) الف , ,k n= 1 2 …،  
  

( ) ( ) ,n k t
kP D t e tλ− − +≤ = − >11 0  

  

)اند با نرخ خطر   نيز نماييkDها   فاصله يعني توزيع )n k λ− +   بنابراين . 1
  

( )
( )kE D
n k λ

=
− +

1
1  

  و
( )

[ ]( )
kV D

n k λ
=

− + 2
1

1
 

  

,) ب , ,nD D D2   . مستقل از يكديگر هستند…1
  

  .اثبات
  ■ .                                                         شود اثبات قضيه به عنوان تمرين به دانشجو واگذار مي

  

  .  دو نتيجه فور  زير را در پي خواهد داشت۷ . ۵قضيه 

                                                 
1 Spacing 



,، ١ها  نرمال شده ، فاصله۷ . ۵  تحت شرايط قضيه ۱ . ۵نتيجه  , ( ) ,nD n D nD− 2  از …11
)توزيع نمايي  )E λ متغيرها  تصادفي مستقل با توزيع يكسان ،( )E λهستند  .  

:  اگر ۲ . ۵نتيجه  : :n n n nT T T≤ ≤ ≤1 2 Lها  تصادفي به حجم  ها  ترتيبي نمونه  آمارهn از 
)توزيع نمايي  )E λ  باشند آنگاه برا , , ,k n= 1 2    داريم…

  

( ):k nE T
n n n kλ

 = + + + − − + 

1 1 1 1
1 1L  

  و
( ): ( ) ( )k nV T

n n n kλ
 

= + + + − − + 
2 2 2 2

1 1 1 1
1 1L  

  

دهيم   نمايش ميTTT كه آن را با ٢ها  طول عمر كميتي به نام زمان كل آزمون در آزمون
فرض كنيد در برآورد متوسط طول عمر يك قطعه الكتريكي . كند نقش محور  ايفا مي

tزمان  لامپ را در nها  توليد  يك كارخانه،  لامپ = مانيم تا   روشن كرده و منتظر مي0
طبيعي است كه زمان شكست . كنيم ها را ثبت مي ها از كار افتاده و زمان شكست آن لامپ
:ها  ترتيبي  ها آماره لامپ : :, , ,n n n nT T T2 ست،  زمان اولين شكnT1: خواهند بود كه در آن …1

... ،:n nTفرض كنيد . ها خواهد بود  زمان آخرين شكست در بين لامپ: :k n k nT t T− ≤ ≤1 .
)آنگاه زمان كل آزمايش در فاصله  , )t0برابر است با   

  

: : :

: : :

( )( )
( )( ) ( )( )

n n n

k n k n k n

TTT nT n T T

n k T T n k t T−

= + − − +

+ − + − + − −
1 2 1

1

1
1

L  
  

، با nT1:در زمان اولين شكست، .  زير بيان كردتوان به صورت دليل درستي اين مطلب را مي
 است؛ زمان صرف شده از اولين تا nnT1:اند، برابر با   لامپ در آزمايش بودهnتوجه به اينكه 

:دومين شكست برابر  :n nT T−2 )اينجا  است كه در 1 )n  لامپ داريم و بنابراين زمان كل 1−
:آزمايش تا دومين شكست برابر با  : :( )( )n n nnT n T T+ − −1 2 بنابراين ...  است و الي آخر 11

)زمان كل آزمايش در فاصله  , )t0 برابر با TTTدر حالت خاص . د بود ارائه شده فوق خواه
k:كه  nt T= كميت ،TTTبه ويژه در اين حالت زماني كه توزيع تحت . ا  دارد  اهميت ويژه

بدين منظور قضيه زير را بيان . توان به راحتي تعيين كرد  را ميTTTتوزيع . بررسي نمايي است
  . كنيم كنيم كه اثبات آن را به دانشجويان واگذار مي مي

  

                                                 
1 Normalized spacing 
2 Total time on test 



)  اگر توزيع طول عمر قطعات تحت آزمايش نمايي ۸ . ۵قضيه  )E λ باشد، آنگاه زمان كل 
  زمايش آ

  

: :( )( )
k

i n i n
i

TTT n i T T −
=

= − + −∑ 1
1

1  
  

  دارا  توزيع گاما با تابع چگالي احتمال زير است
  

( ) , , .
( )

k k tf t t e t
k

λλ λ− − −= > >
Γ

1 11 0 0  
  

  . كنيم ها  بعد صحبت مي ها  آن در بخش در مورد توزيع گاما و ويژگي
  
  وايبل توزيع ۲ . ۵

ها  طول عمر است كه به دليل انعطاف پذير  آن   يكي از معروفترين مدل١توزيع وايبل
ها  صورت  بسيار  از پژوهش. ها  قابليت اعتماد دارد كاربردها  فراواني در تحليل داده

گوييم . با توزيع وايبل سر و كار دارند... ها  قابليت، مقاومت مواد و  ه در مدل ساز  دادهگرفت
) است و با علامت β و λ دارا  توزيع وايبل با پارامترها  Tمتغير تصادفي  , )W λ β 

  دهيم اگر تابع توزيع آن به صورت زير باشد  نمايش مي
  

( )( ; , ) , , , .tF t e t
βλλ β β λ−= − > > >1 0 0 0  

  

تابع چگالي توزيع برابر .  پارامتر شكل توزيع استβ پارامتر مقياس در توزيع و λكه در آن 
  است با

  

( )( ; , ) , , , .tf t t e t
ββ β λλ β βλ λ β− −= > > >1 0 0 0  

  

) نمودار تابع چگالي احتمال ۳ . ۵شكل  , )W λ β  را برا /λ = 1  نشان β و مقادير مختلف 5
  .دهد مي

                                                 
1 Weibull distribution 



  
λ/  تابع چگالي وايبل برا  ۳ . ۵شكل  = 1   β و مقادير مختلف 5

  

βواضح است كه به ازا   =   . شود  توزيع وايبل به توزيع نمايي تبديل مي1
  تابع قابليت اعتماد و تابع نرخ خطر توزيع وايبل به ترتيب برابرند با

  

( )( ) ,tR t e t
βλ−= > 0 

  و
( )h t tβ ββλ −= 1  

  

λ/يع وايبل را به ازا   نمودار تابع نرخ خطر توز۴ . ۵شكل  = 1  نشان β و مقادير مختلف 5
  .دهد مي

  
    نمودار تابع نرخ خطر توزيع وايبل۴ . ۵شكل 



 توزیع وایبل
 

۱۵

)اين واقعيت كه تابع نرخ خطر توزيع وايبل به فرم بسته  )h t tβ ββλ −= شود يكي از   ارائه مي1
  واضح است كه،.  توزيع وايبل استخواص مهم

βبه ازا  ) الف >  IFR تابع نرخ خطر برحسب زمان صعود  است و اين يعني توزيع 1
  .است
βبه ازا  ) ب =   . تابع نرخ خطر برحسب زمان ثابت است1
βبه ازا  ) ج <   .  استDFR تابع نرخ خطر برحسب زمان نزولي است و اين يعني توزيع 1

  . توان به كار برد ها مي با توجه به اين موارد توزيع وايبل را برا  مدل ساز  انواع داده
  ميانگين توزيع وايبل برابر است با

  

( ) ( )E T β
λ

−= Γ + 11 1  
 

)كه در آن  )αΓشود واريانش توزيع وايبل به صورت زير ارائه مي.  تابع گاما است.  
  

( ) ( ) ( )V T β β
λ

− − = Γ + − Γ + 
1 2 1

2
1 1 2 1  

 

جهت . شود بررسي صحت عبارت ميانگين و واريانس به عنوان تمرين به دانشجو واگذار مي
)سهولت در محاسبه ميانگين و واريانس توزيع وايبل مقادير  )β −Γ + 11 ،( )β −Γ + 11  و 2

( ) ( )β β− −Γ + − Γ +1 2 11 2   . آورده شده است۱ . ۵ در جدول β به ازا  مقادير مختلف 1
)با توجه به مقادير  )E T و ( )V T شود كه ضريب تغيير  ملاحظه مي در اين توزيع، به راحتي

)توزيع  )
( )

.
V T

c v
E T

ضريب تغييرات توزيع . β بستگي ندارد و تنها تابعي است از λ به =

  برابر است با 
  

/
( ).
( )

C V
β
β

−

−

 Γ +
= − Γ + 

0 51

2 1
1 2 11  

 

برا  يك مجموعه مستقل از متغيرها  تصادفي يكي ديگر از خواص توزيع وايبل آن است كه 
اين واقعيت به صورت دقيق در قضيه . اين توزيع، مينيمم مجموعه نيز دارا  توزيع وايبل است

  . آمده است۹ . ۵
  

)  مقادير ۱ . ۵جدول  )β −Γ + 11 ،( )β −Γ + 11 ) و 2 ) ( )β β− −Γ + − Γ +1 2 11 2 1  



( ) ( )β β− −Γ + − Γ +1 2 11 2 1  ( )β −Γ + 11 2  ( )β −Γ + 11  β  
۵۹۴۵۸/۲  ۰۱۲۲۰/۴  ۱۹۰۶۴/۱  ۷۵/۰  
۰۰۰۰۰/۱  ۰۰۰۰۰/۲  ۰۰۰۰۰/۱  ۰۰/۱  
۵۶۲۱۵/۰  ۴۲۹۶۲/۱  ۹۳۱۳۸/۰  ۲۵/۱  
۳۷۵۶۹/۰  ۱۹۰۶۴/۱  ۹۰۲۷۴/۰  ۵۰/۱  
۲۷۵۸۷/۰  ۰۶۹۰۷/۱  ۸۹۰۶۲/۰  ۷۵/۱  
۲۱۴۶۰/۰  ۰۰۰۰۰/۱  ۸۸۶۲۳/۰  ۰۰/۲  
۱۷۳۴۹/۰  ۹۵۸۰۱/۰  ۸۸۵۷۳/۰  ۲۵/۲  
۱۴۴۱۵/۰  ۹۳۱۳۸/۰  ۸۸۷۲۶/۰  ۵۰/۲  
۱۲۲۲۴/۰  ۹۱۴۰۹/۰  ۸۸۹۸۶/۰  ۷۵/۲  
۱۰۵۳۳/۰  ۹۰۲۷۵/۰  ۸۹۲۹۸/۰  ۰۰/۳  
۰۹۱۹۳/۰  ۸۹۵۳۴/۰  ۸۹۶۳۳/۰  ۲۵/۳  
۰۸۱۰۷/۰  ۸۹۰۶۲/۰  ۸۹۹۷۵/۰  ۵۰/۳  
۰۷۲۱۳/۰  ۸۸۷۷۶/۰  ۹۰۳۱۲/۰  ۷۵/۳  
۰۶۴۶۶/۰  ۸۸۶۲۳/۰  ۹۰۶۴۰/۰  ۰۰/۴  
۰۵۸۳۴/۰  ۸۸۵۶۴/۰  ۹۰۹۵۶/۰  ۲۵/۴  
۰۵۲۹۴/۰  ۸۸۵۷۳/۰  ۹۱۲۵۷/۰  ۵۰/۴  
۰۴۸۲۸/۰  ۸۸۶۳۲/۰  ۹۱۵۴۴/۰  ۷۵/۴  
۰۴۴۲۳/۰  ۸۸۷۲۶/۰  ۹۱۸۱۷/۰  ۰۰/۵  
۰۴۰۶۸/۰  ۸۸۸۴۷/۰  ۹۲۰۷۵/۰  ۲۵/۵  
۰۳۷۵۶/۰  ۸۸۹۸۶/۰  ۹۲۳۲۰/۰  ۵۰/۵  
۰۳۴۷۸/۰  ۸۹۱۳۷/۰  ۹۲۵۵۲/۰  ۷۵/۵  
۰۳۲۳۲/۰  ۸۹۲۹۸/۰  ۹۲۷۷۲/۰  ۰۰/۶  
۰۳۰۱۱/۰  ۸۹۴۶۴/۰  ۹۲۹۸۰/۰  ۲۵/۶  
۰۲۸۱۲/۰  ۸۹۶۳۳/۰  ۹۳۱۷۸/۰  ۵۰/۶  
۰۲۶۳۳/۰  ۸۹۸۰۴/۰  ۹۳۳۶۶/۰  ۷۵/۶  
۰۲۴۷۰/۰  ۸۹۹۷۵/۰  ۹۳۵۵۴/۰  ۰۰/۷  

  



 توزیع وایبل
 

۱۷
,، iT  فرض كنيد ۹ . ۵قضيه  , ,i n= 1 2 ، متغيرها  تصادفي مستقل باشند به طوريكه …

( , )i iT W λ β∼ . اگر قرار دهيمmin( , , , )nT T T T= 1 2 )، آنگاه … , )T W λ β∼ كه در 

آن 
n

i
i

β
βλ λ

=

 =  
 
∑

1

1
.  

  داريم .اثبات
( ) ( )( )

( )

( )

min , , ,

i

n

i
i

n

i
i

n

n

i
i

n
t

i

t

t

P T t P T T T t

P T t

e

e

e

β

ββ

β

β
β

λ

λ

λ

=

=

=

−

=

−

 
  
 −     

 

> = >

= >

=

∑
=

∑
=

∏

∏

1

1

1

1 2

1

1

…

  

)يعني  , )T W λ β∼ كه در آن 
n

i
i

β
βλ λ

=

 =  
 
∑

1

1
  ■.           شود  و بنابراين اثبات كامل مي

) اگر ۹ . ۵در قضيه  , )iT W λ β∼ ،, , ,i n= 1 2 )minآنگاه . … , , , )nT T T T= 1 2  دارا  …
)توزيع  , )W nβ λ β

  .  است1−
اين خاصيت به ويژه در مطالعه .  معروف است١ترين اتصال  به خاصيت ضعيف۹ . ۵نتيجه قضيه 

برا  مثال فرض . ها  فلز  و الياف مصنوعي و غيره كاربرد دارد مقاومت مواد، مانند مفتول
ها    حلقه تشكيل شده است كه در آن ميزان مقاومت حلقهnكنيد كه يك زنجير فلز  از 

)زنجير در برابر كشش دارا  توزيع  , )iW λ β ،است , , ,i n= 1 2 اگر زنجير از دو طرف . …
  . ترين اتصال باشد افتد كه ضعيف ا  اتفاق مي كشيده شود، پارگي زنجير در حلقه

   گيريم كه با فرض استقلال توزيع مقاومت زنجير در برابر كشش  نتيجه مي۹ . ۵از قضيه بنابراين 

( , )W λ β است كه در آن 
n

i
i

β
βλ λ

=

 =  
 
∑

1

1
.  

                                                 
1 Weakest link 



ا  است كه در بالا به آن  اهميت توزيع وايبل در مطالعه مقاومت و قدرت مواد فراتر از نتيجه
,تر فرض كنيد   به طور كلي.اشاره شده , ,nT T T2  متغيرها  تصادفي مستقل باشند به …1

  ها در نزديكي صفر به صورت زير باشد طوريكه تابع توزيع آن
  

( ) ( ( )),d
kP T t ct o t≤ = + >1 1 0  

 

cكه در آن  > 0 ،d > ) و 0 )o اگر . كند ها  بزرگ به صفر ميل ميn تابعي است كه برا  1
)قرار دهيم  ), , ,n nT a T T T= 1 2 d كه در آن …

na n=
 ساز است، آنگاه ثابت   ثابت نرمال1

nشود كه هنگاميكه  مي → ∞ ،T در توزيع به توزيع وايبل ( ),dW c d
  . كند  ميل مي1

نهايت اتصال به وجود آمده است كه  بنابراين اگر فرض كنيم برا  مثال يك مفتول فلز  از بي
ها دارا  مقاومتي هستند كه توزيع وايبل دارند آنگاه تحت شرايطي نه چندان  ها اتصال در آن

  . ر توزيع استقامت فلز نيز وايبل خواهد بوددست و پاگي
  

 لوله خنك كننده ۵ ساز  در موتور يك مدل خودرو از  يك كارخانه اتومبيل  ۲ . ۵مثال 
داند كه  ها  سرد كننده از تجربه مي سازنده لوله. كند متفاوت برا  سرد كردن موتور استفاده مي

βارامتر شكل ها برحسب ماه از توزيع وايبل با پ طول عمر لوله = 1/ اگر . كند  پيرو  مي8
 و 0/04، 0/02، 0/02، 0/01ها به ترتيب  پارامتر مقياس طول عمر هر يك از خنك كننده

  اشد، ب0/05
  .ها  خنك كننده را تعيين كنيد ، در بين لولهTتوزيع طول عمر اولين از كار افتادگي ،) الف
  متوسط طول عمر اولين از كار افتادگي چقدر است؟) ب
  ميانه طول عمر اولين از كار افتادگي چقدر است؟) ج
  اولين سال استفاده از كار نيافتد؟ها در  چقدر احتمال دارد كه هيچ يك از لوله) د
  

، )ها با شرط استقلال لوله(دانيم كه طول عمر اولين از كار افتادگي   مي۹ . ۵ از قضيه )الف.  حل
( , )W λ 1 /    است كه در آن8

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )λ  = + + + + 
=

1
1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/80/01 0/02 0/02 0/04 0/05

0/074
 

 

  ، برابر است با،۱ . ۲ ميانگين طول عمر اولين از كار افتادگي با توجه به جدول )ب
  



 توزیع وایبل
 

۱۹

( )E T
λ

 = Γ + 
 

=

=

1 11 1/ 8
1 0/ 890/074

12 /02

*  

 

) اگر )ج , )T W λ β∼توان نشان داد كه ميانه توزيع برابر است با   باشد آنگاه به راحتي مي
(ln )β

λ

11   بنابراين در اين مثال ميانه اولين از كار افتادگي برابر است با. 2
  

(ln )=

=

1
1/81 20/074

11/02
 

 

  ، برابر است با ۱۲ قابليت اعتماد اولين طول عمر در ماه )د
  

( )( )R e−=
=

1/80/074 1212
0/ 82

*
 

 

از خواص ديگر توزيع وايبل اين است كه لگاريتم متغير تصادفي وايبل دارا  توزيعي است كه 
  .اين نتيجه در قضيه زير آمده است.  نوع اول گويند١به آن توزيع مقدار غايي

 

)  فرض كنيد ۱۰ . ۵ه قضي , )X W λ β∼ و قرار دهيد lnT X= . آنگاه تابع توزيعT متعلق 
  .به خانواده توزيع مقدار غايي نوع اول است كه تابع توزيع آن به صورت زير است

  

( ) ,
t

eP T t e t
µ

σ
− − 

 −≤ = − − ∞ < < +∞1  
 

lnµكه در آن  λ= σ و −
β

=
1.  

  . اثبات
  ■.                                                     شود اثبات قضيه به عنوان تمرين به دانشجويان واگذار مي

                                                 
1 Extreme value distribution 

 ميانه



  ها ها  آمار  است كه به خانواده توزيع توزيع مقدار غايي نوع اول متعلق به كلاسي از توزيع
) دارا  توزيع Xبه طور كلي اگر فرض كنيم . مقياس معروفند-مكان ; , )F x µ σ باشد كه 

σدر آن     مقياس است اگر توزيعي مانند-متعلق به خانواده توزيع مكان F، آنگاه گوييم 0<
F0 وجود داشته باشد كه به پارامتر بستگي ندارد و ( , , ) x

F x F
µ

µ σ
σ
− =  

 
  هايي  مثال. 0

از اين خانواده، علاوه بر توزيع مقدار غايي نوع اول توزيع نمايي دو پارامتر ، توزيع نرمال، 
ها آن است كه استنباط  توزيعيكي از دلايل اهميت اين خانواده از . توزيع لجستيك و غيره است

  . گيرد تر صورت مي ها  ديگر راحت آمار  در مورد پارامترها  آن نسبت به خانواده توزيع
βشود كه قرار دهيم  يك حالت خاص مهم ديگر از توزيع وايبل، هنگامي حاصل مي = در . 2

  وزيع رايلي دارا  تابع قابليت اعتماد ت.  گويند١اين حالت توزيع وايبل را، توزيع رايلي
  

( )( , ) tR t e λλ −=
2  

 

  و تابع چگالي احتمال 
  

( )( , ) tf t te λλ λ −=
22  

 

)بنابراين تابع نرخ خطر آن برابر با . است )h t tλ= . باشد  ميt است كه تابعي خطي از 2
ي از خواص تابع چگالي احتمال و تابع نرخ خطر توزيع و وايبل را بر اساس  بعض۳ . ۵جدول 

  .دهد  را نشان ميβپارامتر شكل 
    خواص توزيع وايبل۳ . ۵جدول 

پارامتر   تابع چگالي احتمال تابع نرخ خطر β  

نھایت بھ صورت  از منفي بي
.كند ل مينمایي نزو  

نھایت بھ صورت نمایي نزولي  از منفي بي
كند مي  

β< <0 1  

.مقدار آن ثابت است  
λبھ صورت نمایي از مقدار   شروع بھ نزول 

.كند مي  
β = 1  

.صعودي است  
ابتدا صعود كرده و سپس شروع بھ نزول 

.كند مي  
β > 1  

بھ صورت خطي صعود 
.كند مي  

β  وایليتوزیع = 1  

                                                 
1 Rayleigh distribution 



 توزیع وایبل
 

۲۱

.كند بھ سرعت صعود مي .دارد) نرمال(اي  شكل زنگولھ   β< <3 4  
صعودي با نرخ صعود بسیار 

 بالا
.خیلي شبیھ توزیع مقدار غایي نوع اول دارد  β > 1  

  .كنيم تر ارائه مي  برخي از مشخصات توزيع وايبل را جهت دسترسي سريع۴ . ۵در جدول 
    برخي از مشخصات توزيع وايبل۴ . ۵جدول 

  مقدار  نام مشخصه
)  تابع توزيع )te

βλ−−1  
)  تابع قابليت اعتماد )te

βλ−  
)  تابع چگالي احتمال )tt e

ββ β λβλ − −1  
tβ  تابع نرخ خطر ββλ −1  
)  ميانگين ) ( )E T λ β θ− −= Γ + +1 11  
)  واريانس ) ( ) ( )V T λ β β− − − = Γ + − Γ + 

2 1 2 11 2 1  
ln)  ميانه )βλ

−− 11 2  
  

توزيع وايبل كنيم كه در  قبل از آن كه اين بخش را به پايان برسانيم، به اين نكته اشاره مي
در اين حالت توزيع وايبل دارا  تابع توزيعي به فرم زير . توان يك پارامتر مكان نيز داشت مي

  خواهد بود
  

( ( ))( , , , ) , , ,tF t e t
βλ θλ β θ θ λ β− − −= − ≥ > >1 0 0 

 

θكه در آن در مطالعات طول عمر  > برا  يك متغير طول عمر با چنين توزيعي مطمئن . 0
 دارا  توزيع وايبل با سه پارامتر باشد Tاگر .  بيشتر استθول عمر از هستيم كه مقادير ط

  آنگاه 
  

( ) ( )E T β θ
λ

−= Γ + +11 1  
 

  و
  

( ) ( ) ( )V T β β
λ

− − = Γ + − Γ + 
1 2 1

2
1 1 2 1  

 



  گاما توزيع ۳ . ۵
عملكرد . تشكيل شده است كه اجزا  آن عملكرد مشابه دارند جزء nفرض كنيد سيستمي از 

افتد جزء دوم به صورت  هنگامي جزء اول از كار مي. سيستم مستلزم عملكرد يكي از اجزاء است
 دوم، سومين جزء فعال  در صورت از كار افتادگي جزء. كند خودكار شروع به فعاليت مي

در اين صورت . ام از كار بيافتدnافتد كه جزء  هنگامي سيستم از كار مي. شود و الي آخر مي
, اگر فرض كنيم طول عمر اجزاء به ترتيب  , ,nT T T2 ، Tآنگاه طول عمر سيستم، .  است…1

  برابر است با
  

nT T T T= + + +1 2 L  
 

  .  معروف است  جزءnبا " اده باشبه سيستم آم"چنين سيستمي 
nبه ازا   =  طول عمر سيستم از فرمول پيچش، توزيع طول عمر مجموعه دو متغير تصادفي، 2

اند با توزيع مشترك   مستقلT2 و T1كنيم  آيد كه در آن فرض مي به صورت زير به دست مي
F و تابع چگالي مشترك f  

  

( ) ( ) ( )
t

F t F u f t u du= −∫2
0

 
 

آوريم و   را به دست ميF3اكنون اگر سومين جزء وارد عمل شود، با انجام يك پيچش ديگر 
n توزيع طول عمر سيستم برا  nF روند، با ادامه اين ≥ Fبا (، 1 =0 ، به صورت زير به )1
  . آيد دست مي

  

( ) ( ) ( )
t

n nF t F u f t u du−= −∫ 1
0

 
 

توزيع وايبل پيچيده است و بايد به ها  مختلف مانند   برا  توزيعnFمعمولاً محاسبه پيچش 
)ها دارا  توزيع نمايي iTاما اگر فرض كنيم . طريق عدد  محاسبه شود )E λ ،هستند آنگاه 

nFبدين منظور فرض كنيد . توان به دست آورد  را به شكل بسته ميn = ) و 2 )iT E λ∼ ،
,i = 1   آنگاه . 2

  

( )( ) ( )
t

t x x

t t

F t e e du

te e

λ λ

λ λ

λ

λ

− − −

− −

= −

= − −

∫2
0

1

1
 

 



 توزیع گاما
 

۲۳

 تابع چگالي احتمال f2اگر . حاصل شده است  به جزء گير  جزء كه تساو  اخير از انتگرال
   باشد آنگاه،F2متناظر با 

  

( ) , ,tf t te tλλ λ−= > >2
2 0 0  

 

nبا ادامه اين روند به ازا   ≥ n، با nF، تابع توزيع طول عمر سيستم، 2 آماده باش   جزء1−
  برابر خواهد شد با 

  

( )( )
!

t in

n
i

e t
F t

i

λ λ−−

=

= − ∑
1

1
1  

 

  ين قابليت اعتماد سيستم مساو  است باو بنابرا
  

( )( )
!

t in

n
i

e t
R t

i

λ λ−−

=

= ∑
1

1
 

 

 متغير تصادفي Xاگر . ها است سمت راست تساو  اخير حاو  نتيجه جالبي در نظريه توزيع
) باشد، آنگاه tλپواسن با ميانگين  )nR t در واقع برابر است با  

  

( )( )nR t P X n= < −1  
 

)با مشتق گير  از  )nF t برحسب t تابع چگالي احتمال طول عمر سيستم به صورت زير به ،
  آيد، دست مي

  

( ) , , , , , , .
( )!

n
n t

n

t
f t e t n n

n
λλ λ

−
−= > > =

−

1
0 0 1 21 …  

 

  .  معروف است١نژاين توزيع در متون آمار  به توزيع ارلا
  

λا  از يك دستگاه دارا  توزيع نمايي با نرخ خطر    فرض كنيد قطعه۳  . ۵مثال  = 0/00002 
ا  ديگر در كنار قطعه اول به صورت آماده باش  برا  اطمينان از عملكرد دستگاه قطعه. است

 است وجود قطعه آماده باش چقدر 0/01در زماني كه تابع توزيع قطعه مساو  . دهيم قرار مي
/0 يا 0/1هايي كه تابع توزيع  دهد؟ در مورد زمان نرخ خطر را كاهش مي توان   است چه مي5

  گفت؟ 
                                                 
1 Erlang distribution 



λ  با توجه به مقدار .حل =  است از ۰۱/۰آن تابع توزيع برابر ، زمان مورد نظر كه در 0/00002
  آيد، رابطه زير بدست مي

te−0/000020/01=1-  
 

tشود،  كه به راحتي مشاهده مي = 502 / 5 .  
  آوريم، اگر مقدار تابع نرخ خطر سيستم را محاسبه كنيم به دست مي

  

( )( )
( )

t

t t

f t
h t

F t

te
te e

t
t

λ

λ λ

λ
λ
λ

λ

−

− −

=
−

=
+

=
+

2
2

2
2

2

1

1

 

 

)اگر  )h t2 را در λ = t و 0/00002 = 502 /   آوريم،  محاسبه كنيم به دست مي5
  

( )h −= 7
2 502 5 1 99 10/ / *  

به . كند  برابر نرخ خطر كاهش پيدا مي۱۰۰دهد با بودن قطعه آماده باش حدود  كه نشان مي
 است به ترتيب ۵/۰ يا ۱/۰ي كه تابع توزيع توان نشان داد كه اين كاهش برا  زمان راحتي مي

  .  برابر خواهد بود۴/۲ برابر و حدود ۱۰حدود 
، است كه به دليل انعطاف ١توزيع ارلانژ، خود حالت خاص يك توزيع معروفي به نام توزيع گاما

در (توزيع گاما . ها  طول عمر باشد تواند يك مدل مناسب برا  انواع داده پذير  آن مي
دارا  دو پارامتر مقياس و شكل است و تابع چگالي آن به صورت زير ) ن حالتتري ساده
  باشد،  مي

( , , ) , , ,
( )

tf t t e tα α λα λ λ α λ
α

− −= > >
Γ

11 0 0 

   پارامتر شكل توزيع است وα پارامتر مقياس و λكه در آن 
 

( ) xx e dxαα
∞

− −Γ = ∫ 1

0
 

                                                 
1 Gamma distribution 



 توزیع گاما
 

۲۵

) اشاره شد، همانطور كه قبلاً )αΓ به تابع گاما معروف است و با استفاده از انتگرال گير  جزء 
)توان نشان داد كه  به جزء مي ) ( ) ( )α α αΓ = − Γ −1  عدد طبيعي αبه ويژه در حالتي كه . 1
)باشد آنگاه  ) ( )!α αΓ = −1 .  

)جه به رابطه با تو ) ( ) ( )α α αΓ = − Γ −1 )، كافي است برا  محاسبه 1 )αΓ به ازا  هر ،
α > )، مقدار 0 )αΓ  را برا α< <0 ) مقادير ۵ . ۵جدول .  داشته باشيم1 )αΓ را برا  بعضي 
>α ،αمقادير  <0   .كند  ارائه مي1

)  مقادير ۵ . ۵جدول  )αΓ  
( )αΓ  α  ( )αΓ  α  ( )αΓ  α  ( )αΓ  α  
۲۱۲۳/۱  ۷۶/۰  ۷۳۸۴/۱  ۵۱/۰  ۴۷۸۵/۳  ۲۶/۰  ۴۳۲۶/۹۹  ۰۱/۰  
۱۹۹۷/۱  ۷۷/۰  ۷۰۵۸/۱  ۵۲/۰  ۳۴۲۶/۳  ۲۷/۰  ۴۴۲۲/۴۹  ۰۲/۰  
۱۸۷۵/۱  ۷۸/۰  ۶۷۴۷/۱  ۵۳/۰  ۲۱۶۹/۳  ۲۸/۰  ۷۸۵۰/۳۲  ۰۳/۰  
۱۷۵۷/۱  ۷۹/۰  ۶۴۴۸/۱  ۵۴/۰  ۱۰۰۱/۳  ۲۹/۰  ۴۶۱۰/۲۴  ۰۴/۰  
۱۶۴۲/۱  ۸۰/۰  ۶۱۶۱/۱  ۵۵/۰  ۹۹۱۶/۲  ۳۰/۰  ۴۷۰۱/۱۹  ۰۵/۰  
۱۵۳۲/۱  ۸۱/۰  ۵۸۸۶/۱  ۵۶/۰  ۸۹۰۳/۲  ۳۱/۰  ۱۴۵۷/۱۶  ۰۶/۰  
۱۴۲۵/۱  ۸۲/۰  ۵۶۲۳/۱  ۵۷/۰  ۷۹۵۸/۲  ۳۲/۰  ۷۷۳۶/۱۳  ۰۷/۰  
۱۳۲۲/۱  ۸۳/۰  ۵۳۶۹/۱  ۵۸/۰  ۷۰۷۲/۲  ۳۳/۰  ۹۹۶۶/۱۱  ۰۸/۰  
۱۲۲۲/۱  ۸۴/۰  ۵۱۲۶/۱  ۵۹/۰  ۶۲۴۲/۲  ۳۴/۰  ۶۱۶۲/۱۰  ۰۹/۰  
۱۱۲۵/۱  ۸۵/۰  ۴۸۹۲/۱  ۶۰/۰  ۵۴۶۱/۲  ۳۵/۰  ۵۱۳۵/۹  ۱۰/۰  
۱۰۳۱/۱  ۸۶/۰  ۴۶۶۷/۱  ۶۱/۰  ۴۷۲۷/۲  ۳۶/۰  ۶۱۲۷/۸  ۱۱/۰  
۰۹۴۱/۱  ۸۷/۰  ۴۴۵۰/۱  ۶۲/۰  ۴۰۳۶/۲  ۳۷/۰  ۸۶۳۳/۷  ۱۲/۰  
۰۸۵۳/۱  ۸۸/۰  ۴۲۴۲/۱  ۶۳/۰  ۳۳۸۳/۲  ۳۸/۰  ۲۳۰۲/۷  ۱۳/۰  
۰۷۶۸/۱  ۸۹/۰  ۴۰۴۱/۱  ۶۴/۰  ۲۷۶۵/۲  ۳۹/۰  ۶۸۸۷/۶  ۱۴/۰  
۰۶۸۶/۱  ۹۰/۰  ۳۸۴۸/۱  ۶۵/۰  ۲۱۸۲/۲  ۴۰/۰  ۶۲۰۳/۶  ۱۵/۰  
۰۶۰۷/۱  ۹۱/۰  ۳۶۶۲/۱  ۶۶/۰  ۱۶۲۸/۲  ۴۱/۰  ۸۱۱۳/۵  ۱۶/۰  
۰۵۳۰/۱  ۹۲/۰  ۳۴۸۲/۱  ۶۷/۰  ۱۱۰۴/۲  ۴۲/۰  ۴۵۱۲/۵  ۱۷/۰  
۰۴۵۶/۱  ۹۳/۰  ۳۳۰۹/۱  ۶۸/۰  ۰۶۰۵/۲  ۴۳/۰  ۱۳۱۸/۵  ۱۸/۰  
۰۳۸۴/۱  ۹۴/۰  ۳۱۴۲/۱  ۶۹/۰  ۰۱۳۲/۲  ۴۴/۰  ۸۴۶۸/۴  ۱۹/۰  
۰۳۱۵/۱  ۹۵/۰  ۲۹۸۱/۱  ۷۰/۰  ۹۶۸۱/۱  ۴۵/۰  ۵۹۰۸/۴  ۲۰/۰  
۰۲۴۷/۱  ۹۶/۰  ۲۸۲۵/۱  ۷۱/۰  ۹۲۵۲/۱  ۴۶/۰  ۳۵۹۹/۴  ۲۱/۰  
۰۱۸۲/۱  ۹۷/۰  ۲۶۷۵/۱  ۷۲/۰  ۸۸۴۳/۱  ۴۷/۰  ۱۵۰۵/۴  ۲۲/۰  
۰۱۱۹/۱  ۹۸/۰  ۲۵۳۰/۱  ۷۳/۰  ۸۴۵۳/۱  ۴۸/۰  ۹۵۹۸/۳  ۲۳/۰  
۰۰۵۹/۱  ۹۹/۰  ۲۳۹۰/۱  ۷۴/۰  ۸۰۸۱/۱  ۴۹/۰  ۷۸۵۵/۳  ۲۴/۰  



۰۰۰۰/۱  ۰۰/۱  ۲۲۵۴/۱  ۷۵/۰  ۷۷۲۵/۱  ۵۰/۰  ۶۲۵۶/۳  ۲۵/۰  
  

 اعداد طبيعي را اختيار كند، توزيع لاگرانژ حالت αشود كه اگر  بنابراين به راحتي ملاحظه مي
 دارا  توزيع Tدر ادامه  برا  آنكه نشان دهيم متغير تصادفي . خاص توزيع گاما خواهد شد

) است از علامت λ و αگاما با پارامترها   , )T G α λ∼كنيم  استفاده مي.  
αواضح است كه اگر در توزيع گاما  = )، يعني 1 , )T G λ1∼ آنگاه T دارا  توزيع نمايي 

)توان نشان داد كه اگر  همچنين مي.  استλبا پارامتر  , )T G α λ∼ آنگاه ميانگين و واريانس 
T به ترتيب برابر است با ( )E T α

λ= و ( )V T α
λ=  و در نتيجه ضريب تغييرات توزيع 2

  برابر خواهد شد با،
  

( )
.

( )
V T

C V
E T

α

=

=
1

 

 

 α چوله به راست و هر چقدر مقدار α ثابت به ازا  مقادير كوچك λتابع چگالي گاما برا  
) تابع چگالي ۵ . ۵شكل . تر خواهد شد  توزيع متقارنشود شكل بزرگتر مي , )G α λ  به ازا 

λ =   . آمده است۵ . ۵ در شكل α و بعضي از مقادير 1
  

  



 توزیع گاما
 

۲۷

)  نمودار تابع چگالي احتمال ۵ . ۵ شكل , )G α   αقادير مختلف  به ازا  م1

)تابع توزيع  , )G α λ،برابر است با   
  

( , , )
( )

t
yF t y e dy

λ
αα λ

α
− −=

Γ ∫ 1

0

1  
 

كه در آن تابع انتگرال ارائه شده به تابع گاما ناقص معروف است كه برا  محاسبه آن از 
به . يز برا  آن ارائه شده استشود و در متون آمار  جداولي ن ها  عدد  استفاده مي روش

) عدد طبيعي باشد برا  محاسبه αويژه اگر  , , )F t α λتوان از جداول توزيع پواسن   مي
  . استفاده كرد

ها  طول عمر  تواند به عنوان مدل مناسبي برا  انواع داده همانطور كه اشاره شد توزيع گاما مي
  . شود صحت اين ادعا در قضيه زير نشان داده مي. ار برودبه ك

 

)  اگر ۱۱ . ۵قضيه  )h t تابع نرخ خطر ( , )G α λباشد آنگاه   
αبرا  ) الف > 1 ،( )h tتابعي صعود  از زمان است .  
αبرا  ) ب = 1 ،( )h tثابت است .  
>αبرا  ) ج <0 1 ،( )h tتابعي نزولي از زمان است .  

 

  .اثبات
  داريم

  

( )
t

x
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xبا تغيير متغير  t u− =، 



)بنابراين رفتار  )( )h t )و در نتيجه رفتار  (1− )h t ( به رفتار تابع( ) u
t

t

α

ϕ
−

 = + 
 

1

 در زير 1
αاگر . انتگرال بستگي دارد > 1 ،( )tϕ برحسب t نزولي و در نتيجه ( )h t تابعي صعود  از 

tاگر .  استα = 1 ،( )tϕ ثابت و لذا ( )h t ثابت است و اگر α< <0 1 ،( )tϕ تابعي 
) و در نتيجه tصعود  از  )h t تابعي نزولي از tاست                                                       .■  

)نمودار  )h t  به ازا λ =   . آمده است۶ . ۵ در شكل α و مقادير مختلف 1

  
)  نمودار ۶ . ۵ شكل )h t  به ازا λ =   α و مقادير مختلف 1

 معروف است و ١م كه به توزيع كا  دوكني يكي ديگر از حالات خاص توزيع گاما را معرفي مي
اگر در توزيع گاما قرار دهيم . ها  آمار دارد ها در بسيار  از شاخه نقش مهمي در تحليل داده

n
α = 2 ،, ,n = 1 2 λ، و … =

1
n, توزيع 2

G 
 
 

1
2  درجه آزاد  nدو با  را توزيع كا  2
  گويند كه تابع چگالي احتمال آن برابر است با،

  

( ) , , , ,
( )

n t

nf t t e t n
α

− −
= > =

Γ

12 2

2

1 0 1 2
2

…  

 

)ها و بعضي از خواص توزيع   فرمول۶ . ۵جدول  , )G α λكند  را به طور خلاصه ارائه مي.  
                                                 
1 Chi-square distribution 



 توزیع گاما
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)توزيع ها و بعضي از خواص    فرمول۶ . ۵جدول  , )G α λ  

  فرمول يا خاصيت  نام

)  تابع چگالي , , ) , , ,
( )

tf t t e tα α λα λ λ α λ
α

− −= > >
Γ

11 0 0  

)  تابع توزيع , , )
( )

t
yF t y e dy

λ
αα λ

α
− −=

Γ ∫ 1

0

1  

)  تابع قابليت اعتماد , , )
( )

y

t

R t y e dyα

λ

α λ
α

∞
− −=

Γ ∫ 11  

αبرا   >    صعود t برحسب ،1
αبرا   = )  تابع نرخ خطر   ثابتt، برحسب 1 )( )

( )
f t

h t
R t

=  
>αبرا   <0    نزوليt، برحسب 1

α > 1  
 α كوچك باشد شكل توزيع چوله، αپارامتر شكل توزيع، اگر 

  .بزرگ باشد توزيع متقارن است

αعدد طبيعي در اين حالت توزيع . شود توزيع گاما به توزيع ارلانژ تبديل مي  =
  .مايي است متغير تصادفي مستقل نαگاما مجموع 

α  ميانگين
λ

  

α  واريانس
λ2  

  
  نرمال توزيع ۴ . ۵

   دارا  توزيع نرمال است اگر تابع چگالي احتمال آن به صورت زير باشد،Tمتغير تصادفي 
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( , , ) ,
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f t e t
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σ π
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= − ∞ < < +∞
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)كه در آن  , )µ ∈ −∞ + σ پارمتر مكان و ∞ از نماد .  پارامتر مقياس توزيع است0<
( , )T N µ σ  دارا  توزيع نرمال با پارامترها  Tكنيم برا  آن كه نشان دهيم   استفاده مي∽2

µ و σ )اگر .  است2 , )T N µ σ ) آنگاه ∽2 )E T µ= و ( )V T σ= تابع چگالي . 2
( , )N µ σ  يا قله بودن نمودار چگالي احتمال  ميزان تختσ  متقارن است و پارامتر µ حول 2

 نمودار تابع چگالي احتمال توزيع نرمال را به ازا  مقادير مختلف ۷ . ۵شكل . كند را كنترل مي
σ و µدهد  ثابت نشان مي .  

  
)  تابع چگالي احتمال ۷ . ۵ شكل , )N µ σ µ به ازا  2 =   σ و مقادير مختلف 0

µدر حالتي كه  = σ و 0 = در اين حالت تابع . گويند  توزيع نرمال را نرمال استاندارد مي1
)چگالي احتمال  , )N 0 )ا  را كه ب1 )zϕدهيم برابر است با،  نمايش مي  
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z e zϕ
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−
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)و تابع توزيع آن را كه با  )zΦدهيم مساو  است با،  نمايش مي  
  

( )
z x

z e dx
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 توزیع نرمال
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  .  آمده است۸ . ۵نمودار تابع چگالي نرمال استاندارد در شكل 

  
    تابع چگالي احتمال نرمال استاندارد۸ . ۵ شكل

 قابل چشم پوشي هستند و بنابراين -۵/۳ و ۵/۳برا  متغير نرمال استاندارد مقادير احتمال بيشتر از 
  . قرار دارد) -۵/۳ ,۵/۳(تقريباً تمام جرم احتمال در فاصله 

   ام توزيع نرال استاندارد برابر است با،p100كه صدك توان نشان داد  همچنين به راحتي مي
  

p pt zµ σ= +  
 

)اگر  , )T N µ σ T آنگاه با تبديل ∽2
Z

µ
σ
−

توان آن را به نرمال استاندارد تبديل   مي=
   به ترتيب برابر خواهد شد با،Tاعتماد بنابراين تابع توزيع و تابع قابليت . كرد

  

( , , ) t
F t

µ
µ σ

σ
− = Φ  
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  و 
  

( , , ) t
R t

µ
µ σ

σ
− = − Φ 

 
1  



 

وان و لذا كافي است بت.  نوشتZتوان برحسب   را ميTبنابراين هر عبارت احتمالي در مورد 
با استفاده از .  به صورت بسته قابل محاسبه نيستZتابع توزيع .  را محاسبه كردZتابع توزيع 

)ها  عدد  توزيع  روش , )N 0  محاسبه شده )-۵/۳ ,۵/۳( به ازا  مقادير مختلف در فاصله 1
) تابع توزيع ۷  . ۵جدول . است )zΦ را برا  مقادير مختلف z ارائه ) ۰ ,۵/۳( در فاصله
)توان از رابطه   از تقارن توزيع ميzبرا  مقادير منفي . كند مي ) ( )z zΦ − = − Φ1 استفاده 
 . كرد

  يك مدار الكتريكي شامل سه مقاومت است كه به صورت متوالي به هم متصل ۴  . ۵مثال 
اند فرض كنيد ميزان مقاومت الكتريكي اين سه نوع مقاومت برحسب اهم دارا  توزيع  شده

)نرمال باشند به طوريكه  , )R N1 10 0 09∼ ) و / , )R N2 15 0 25∼ ) و / , )R N3 50 3 24∼ / .
75±چقدر احتمال دارد كه ميزان كل مقاومت مدار در فاصله  0 5%   .  قرار گيرد/

 

R، برابر است با R0  ميزان كل مقاومت سيستم، .حل R R R= + +0 1 2 ر اين واقعيت مهم د. 3
مورد توزيع نرمال وجود دارد كه با فرض استقلال ، مجموع متغيرها  تصادفي نرمال دارا  

   دارا  توزيع نرمال است با ميانگين،R0بنابراين . توزيع نرمال است
  

( ) ( ) ( ) ( )E R E R E R E R= + +
=

0 1 2 3

75  
 

  و واريانس،
  

( ) ( ) ( ) ( )V R V R V R V R= + +

= +
=
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0 0 3
3 58
/25 + / 9 /24
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  ل مطلوب برابر است با،بنابراين احتما
  

( )P R
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)  ۷. ۵جدول  )zΦ برا  مقادير مختلف z ۰ ,۵/۳( در فاصله(  
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۰۹/۰  ۰۸/۰  ۰۷/۰  ۰۶/۰  ۰۵/۰  ۰۴/۰  ۰۳/۰  ۰۲/۰  ۰۱/۰  ۰۰/۰  z  
۵۳۵۹/۰  ۵۳۱۹/۰  ۵۲۷۹/۰  ۵۲۳۹/۰  ۵۱۹۹/۰  ۵۱۶۰/۰  ۵۱۲۰/۰  ۵۰۸۰/۰  ۵۰۴۰/۰  ۵۰۰۰/۰  ۰/۰  
۵۷۵۳/۰  ۵۷۱۴/۰  ۵۶۷۵/۰  ۵۶۳۶/۰  ۵۵۹۶/۰  ۵۵۵۷/۰  ۵۵۱۷/۰  ۵۴۷۸/۰  ۵۴۳۸/۰  ۵۳۹۸/۰  ۱/۰  
۶۱۴۱/۰  ۶۱۰۳/۰  ۶۰۶۴/۰  ۶۰۲۶/۰  ۵۹۸۷/۰  ۵۹۴۸/۰  ۵۹۱۰/۰  ۵۸۷۱/۰  ۵۸۳۲/۰  ۵۷۹۳/۰  ۲/۰  
۶۵۱۷/۰  ۶۴۸۰/۰  ۶۴۴۳/۰  ۶۴۰۶/۰  ۶۳۶۸/۰  ۶۳۳۱/۰  ۶۲۹۳/۰  ۶۲۵۵/۰  ۶۲۱۷/۰  ۶۱۷۹/۰  ۳/۰  
۶۸۷۹/۰  ۶۸۴۴/۰  ۶۸۰۸/۰  ۶۷۷۲/۰  ۶۷۳۶/۰  ۶۷۰۰/۰  ۶۶۶۴/۰  ۶۶۲۸/۰  ۶۵۹۱/۰  ۶۵۵۴/۰  ۴/۰  
۷۲۲۴/۰  ۷۱۹۰/۰  ۷۱۵۷/۰  ۷۱۲۳/۰  ۷۰۸۸/۰  ۷۰۵۴/۰  ۷۰۱۹/۰  ۶۹۸۵/۰  ۶۹۵۰/۰  ۶۹۱۵/۰  ۵/۰  
                      
۷۵۴۹/۰  ۷۵۱۷/۰  ۷۴۸۶/۰  ۷۴۵۴/۰  ۷۴۲۲/۰  ۷۳۸۹/۰  ۷۳۵۷/۰  ۷۳۲۴/۰  ۷۲۹۱/۰  ۷۲۵۷/۰  ۶/۰  
۷۸۵۲/۰  ۷۸۲۳/۰  ۷۷۹۴/۰  ۷۷۶۴/۰  ۷۷۳۴/۰  ۷۷۰۴/۰  ۷۶۷۳/۰  ۷۶۴۲/۰  ۷۶۱۱/۰  ۷۵۸۰/۰  ۷/۰  
۸۱۳۳/۰  ۸۱۰۶/۰  ۸۰۷۸/۰  ۸۰۵۱/۰  ۸۰۲۳/۰  ۷۹۹۵/۰  ۷۹۶۷/۰  ۷۹۳۹/۰  ۷۹۱۰/۰  ۷۸۸۱/۰  ۸/۰  
۸۳۸۹/۰  ۸۳۶۵/۰  ۸۳۴۰/۰  ۸۳۱۵/۰  ۸۲۸۹/۰  ۸۲۶۴/۰  ۸۲۳۸/۰  ۸۲۱۲/۰  ۸۱۸۶/۰  ۸۱۵۹/۰  ۹/۰  
۸۶۲۱/۰  ۸۵۹۹/۰  ۸۵۷۷/۰  ۸۵۵۴/۰  ۸۵۳۱/۰  ۸۵۰۸/۰  ۸۴۸۵/۰  ۸۴۶۱/۰  ۸۴۳۸/۰  ۸۱۵۹/۰  ۰/۱  
                      
۸۸۳۰/۰  ۸۸۱۰/۰  ۸۷۹۰/۰  ۸۷۷۰/۰  ۸۷۴۹/۰  ۸۷۲۹/۰  ۸۷۰۸/۰  ۸۶۸۶/۰  ۸۶۶۵/۰  ۸۶۴۳/۰  ۱/۱  
۹۰۱۵/۰  ۸۹۹۷/۰  ۸۹۸۰/۰  ۸۹۶۲/۰  ۸۹۴۴/۰  ۸۹۲۵/۰  ۸۹۰۷/۰  ۸۸۸۸/۰  ۸۸۶۹/۰  ۸۸۴۹/۰  ۲/۱  
۹۱۷۷/۰  ۹۱۶۲/۰  ۹۱۴۷/۰  ۹۱۳۱/۰  ۹۱۱۵/۰  ۹۰۹۹/۰  ۹۰۸۲/۰  ۹۰۶۶/۰  ۹۰۴۹/۰  ۹۰۳۲/۰  ۳/۱  
۹۳۱۹/۰  ۹۳۰۶/۰  ۹۲۹۲/۰  ۹۲۷۹/۰  ۹۲۶۵/۰  ۹۲۵۱/۰  ۹۲۳۶/۰  ۹۲۲۲/۰  ۹۲۰۷/۰  ۹۱۹۲/۰  ۴/۱  
۹۴۴۱/۰  ۹۴۲۹/۰  ۹۴۱۸/۰  ۹۴۰۶/۰  ۹۳۹۴/۰  ۹۳۸۲/۰  ۹۳۷۰/۰  ۹۳۵۷/۰  ۹۳۴۵/۰  ۹۳۳۲/۰  ۵/۱  
                      
۹۵۴۵/۰  ۹۵۳۵/۰  ۹۵۲۵/۰  ۹۵۱۵/۰  ۹۵۰۵/۰  ۹۴۹۵/۰  ۹۴۸۴/۰  ۹۴۷۴/۰  ۹۴۶۳/۰  ۹۴۵۲/۰  ۶/۱  
۹۶۳۳/۰  ۹۶۲۵/۰  ۹۶۱۶/۰  ۹۶۰۸/۰  ۹۵۹۹/۰  ۹۵۹۱/۰  ۹۵۸۲/۰  ۹۵۷۳/۰  ۹۵۶۴/۰  ۹۵۵۴/۰  ۷/۱  
۹۷۰۶/۰  ۹۶۹۹/۰  ۹۶۹۳/۰  ۹۶۸۶/۰  ۹۶۷۸/۰  ۹۶۷۱/۰  ۹۶۶۴/۰  ۹۶۵۶/۰  ۹۶۴۹/۰  ۹۶۴۱/۰  ۸/۱  
۹۷۶۷/۰  ۹۷۶۱/۰  ۹۷۵۶/۰  ۹۷۵۰/۰  ۹۷۴۴/۰  ۹۷۳۸/۰  ۹۷۳۲/۰  ۹۷۲۶/۰  ۹۷۱۹/۰  ۹۷۱۳/۰  ۹/۱  
۹۸۱۷/۰  ۹۸۱۲/۰  ۹۸۰۸/۰  ۹۸۰۳/۰  ۹۷۹۸/۰  ۹۷۹۳/۰  ۹۷۸۸/۰  ۹۷۸۳/۰  ۹۷۷۸/۰  ۹۷۷۲/۰  ۰/۲  
                      
۹۸۵۷/۰  ۹۸۵۴/۰  ۹۸۵۰/۰  ۹۸۴۶/۰  ۹۸۴۲/۰  ۹۳۳۸/۰  ۹۸۳۴/۰  ۹۸۳۰/۰  ۹۸۲۶/۰  ۹۸۲۱/۰  ۱/۲  
۹۸۹۰/۰  ۹۸۸۷/۰  ۹۸۸۴/۰  ۹۸۸۱/۰  ۹۸۷۸/۰  ۹۸۷۵/۰  ۹۸۷۱/۰  ۹۸۶۸/۰  ۹۸۶۴/۰  ۹۸۶۱/۰  ۲/۲  
۹۹۱۶/۰  ۹۹۱۳/۰  ۹۹۱۱/۰  ۹۹۰۹/۰  ۹۹۰۶/۰  ۹۹۰۴/۰  ۹۹۰۱/۰  ۹۸۹۸/۰  ۹۸۹۶/۰  ۹۸۹۳/۰  ۳/۲  
۹۹۳۶/۰  ۹۹۳۴/۰  ۹۹۳۲/۰  ۹۹۳۱/۰  ۹۹۲۹/۰  ۹۹۲۷/۰  ۹۹۲۵/۰  ۹۹۲۲/۰  ۹۹۲۰/۰  ۹۹۱۸/۰  ۴/۲  
۹۹۵۲/۰  ۹۹۵۱/۰  ۹۹۴۹/۰  ۹۹۴۸/۰  ۹۹۴۶/۰  ۹۹۴۵/۰  ۹۹۴۳/۰  ۹۹۴۱/۰  ۹۹۴۰/۰  ۹۹۳۸/۰  ۵/۲  
                      
۹۹۶۴/۰  ۹۹۶۳/۰  ۹۹۶۲/۰  ۹۹۶۱/۰  ۹۹۶۰/۰  ۹۹۵۹/۰  ۹۹۵۷/۰  ۹۹۵۶/۰  ۹۹۵۵/۰  ۹۹۵۳/۰  ۶/۲  
۹۹۷۴/۰  ۹۹۷۳/۰  ۹۹۷۲/۰  ۹۹۷۱/۰  ۹۹۷۰/۰  ۹۹۶۹/۰  ۹۹۶۸/۰  ۹۹۶۷/۰  ۹۹۶۶/۰  ۹۹۶۵/۰  ۷/۲  
۹۹۸۱/۰  ۹۹۸۰/۰  ۹۹۷۹/۰  ۹۹۷۹/۰  ۹۹۷۸/۰  ۹۹۷۷/۰  ۹۹۷۷/۰  ۹۹۷۶/۰  ۹۹۷۵/۰  ۹۹۷۴/۰  ۸/۲  
۹۹۸۶/۰  ۹۹۸۶/۰  ۹۹۸۵/۰  ۹۹۸۵/۰  ۹۹۸۴/۰  ۹۹۸۴/۰  ۹۹۸۳/۰  ۹۹۸۲/۰  ۹۹۸۲/۰  ۹۹۸۱/۰  ۹/۲  
۹۹۹۰/۰  ۹۹۹۰/۰  ۹۹۸۹/۰  ۹۹۸۹/۰  ۹۹۸۹/۰  ۹۹۸۸/۰  ۹۹۸۸/۰  ۹۹۸۷/۰  ۹۹۸۷/۰  ۹۹۸۷/۰  ۰/۳  
                      
۹۹۹۳/۰  ۹۹۹۳/۰  ۹۹۹۲/۰  ۹۹۹۲/۰  ۹۹۹۲/۰  ۹۹۹۲/۰  ۹۹۹۱/۰  ۹۹۹۱/۰  ۹۹۹۱/۰  ۹۹۹۰/۰  ۱/۳  
۹۹۹۵/۰  ۹۹۹۵/۰  ۹۹۹۵/۰  ۹۹۹۴/۰  ۹۹۹۴/۰  ۹۹۹۴/۰  ۹۹۹۴/۰  ۹۹۹۴/۰  ۹۹۹۳/۰  ۹۹۹۳/۰  ۲/۳  
۹۹۹۷/۰  ۹۹۹۶/۰  ۹۹۹۶/۰  ۹۹۹۶/۰  ۹۹۹۶/۰  ۹۹۹۶/۰  ۹۹۹۶/۰  ۹۹۹۵/۰  ۹۹۹۵/۰  ۹۹۹۵/۰  ۳/۳  
۹۹۹۸/۰  ۹۹۹۷/۰  ۹۹۹۷/۰  ۹۹۹۷/۰  ۹۹۹۷/۰  ۹۹۹۷/۰  ۹۹۹۷/۰  ۹۹۹۷/۰  ۹۹۹۷/۰  ۹۹۹۷/۰  ۴/۳  
۹۹۹۸/۰  ۹۹۹۸/۰  ۹۹۹۸/۰  ۹۹۹۸/۰  ۹۹۹۸/۰  ۹۹۹۸/۰  ۹۹۹۸/۰  ۹۹۹۸/۰  ۹۹۹۸/۰  ۹۹۹۸/۰  ۵/۳  

تواند به عنوان يك مدل طول عمر مورد  زير نميتوزيع نرمال به شكل معمول آن به دو دليل 
كند در حالي كه  يكي اينكه متغير تصادفي نرمال مقادير منفي را نيز احتيار مي. استفاده قرار گيرد



µاما اگر . اند متغيرها  طول عمر نامنفي >  آنگاه دم منفي توزيع نرمال قابل چشم پوشي 35
)شود كه  ، ثابت نرمال ساز است و باعث ميaن مقدار ثابت توا است و لذا مي , , )f t µ σ  برا 

t >  مقدار  a شود آنگاه ۳۵ خيلي بزرگتر از µاگر مقدار . شود  يك چگالي احتمال مي0
) خواهد داشت و در نتيجه ۱نزديك به  , , )f t µ σتابع .  همان توزيع معمولي نرمال خواهد شد

  قابليت اعتماد در اين حالت برابر است با،
  

( , , ) ,

t

R t t
a

µ
σµ σ

− − Φ 
 = >

1
0  

 

  سر مساو  خواهد شد، و در نتيجه تابع نرخ خطر توزيع نرمال بي
  

( )

( ) ,

t

e
h t t

t

µ
σ

µσ π
σ

−
−

= >
 − − Φ    

2

22
0

2 1
 

 

)دهد كه  قضيه زير نشان مي )h t تابعي صعود  از tاست  .  
 

  . استIFRسر شده يك توزيع    توزيع نرمال بي۱۲ . ۵قضيه 
  .اثبات

احتمال يك متغير تصادفي كنيم اگر توزيع  برا  اثبات اين قضيه از اين واقعيت استفاده مي
.  استIFRپيوسته دارا  چگالي احتمالي باشد كه لگاريتم آن مقعر است، آنگاه آن توزيع 

  داريم). مراجعه كنيد) ۱۹۸۱(برا  اثبات به بارلو و پروشان (
  

( )log ( , , ) log( ) t
f t a

µ
µ σ σ π

σ
−

= − −
2

22 2  
  

]و  يك تابع مقعر در فاصله شود كه سمت راست اين تسا به راحتي ملاحظه مي ,  است و 0∞(
  ■.                   استIFRسر شده يك توزيع  در نتيجه با توجه به مطالب فوق توزيع نرمال بي

) نمودار تابع نرخ خطر ۹ . ۵فصل  )h t را به ازا  مقادير مختلف µدهد  نشان مي.  



 توزیع نرمال
 

۳۵

  
  µ  تابع نرخ خطر توزيع نرمال به ازا  مقادير مختلف ۹ . ۵ شكل

  
  نرمال لُگ توزيع ۵ . ۵

ارا   دTمتغير تصادفي .  است١ها  مهم در قابليت اعتماد توزيع لگ نرمال يكي ديگر از توزيع
)توزيع لُگ نرمال است و با نماد  , )T LN µ σ lnYدهيم اگر   نمايش مي∽2 T=  دارا 

)بنابراين تابع توزيع . توزيع نرمال باشد , )LN µ σ    برابر است با،2
  

ln( , , ) , , ( , ),t
F t t

µ
µ σ µ σ

σ
− = Φ > ∈ −∞ +∞ > 

 
0 0 

)در نتيجه تابع چگالي  , )LN µ σ    عبارت است از،2
  

(ln )

( , , ) ,
t

f t e t
t

µ
σµ σ

σ π

−
−

= >221 0  
 

ها   توزيع لگ نرمال كاربردها  وسيعي در قابليت اعتماد، مقاومت مواد به طور كلي پديده
  .ها دارا  چولگي زياد است دارد تصادفي كه توزيع احتمال آن

                                                 
1Log-normal distribution 



 µاما بر خلاف توزيع نرمال، پارامتر .  همان پارامترها  توزيع نرمال هستندσ و µاگرچه 
σميانگين و پارامتر  توان نشان داد كه ميانگين و واريانس توزيع  مي.  واريانس توزيع نيست2

( , )LN µ σ    با به ترتيب برابرند2
  

( )E T e
µ σ + 

 =
21

2  
  

  و
  

( ) ( )( )V T e e
µ σ σ+

= −
2 22 1  

 

  .)شود صحت درستي روابط اخير به دانشجو واگذار مي(
  در نتيجه ضريب تغييرات توزيع برابر خواهد شد با، 

  

( )

( )
. .

( )
V T

C V
E T

eσ

σ

=

= −
2

1
21

;

 

 

)در توزيع  , )LN µ σ σ اگر 2 ≥ ها در ابتدا  بازه زمان زياد است و   آنگاه درصد خرابي1
)، σمقادير كم . كند سپس با گذشت زمان شروع به كاهش مي )σ ≤0 دهنده  ، نشان/5

برا  مقادير . افزايش نرخ شكست با گذشت زمان است و توزيع شبيه توزيع نرمال خواهد بود
σ كند  تابع نرخ خطر به صورت تقريباً يكنواخت عمل مي۱ نزديك به .  

 .دهد  نشان ميσ مقدار ضريب تغييرات را به ازا  مقادير مختلف ۸ . ۵جدول 

    ضريب تغييرات توزيع لگ نرمال۷. ۵جدول 

۷/۰  ۶/۰  ۵/۰  ۴/۰  ۳/۰  ۲۵/۰  ۲/۰  ۱۵/۰  ۱/۰  σ  
۷۹۵/۰  ۶۵۸/۰  ۵۳۳/۰  ۴۱۶/۰  ۳۰۷/۰  ۲۵۴/۰  ۲۰۲/۰  ۱۵۱/۰  ۱/۰  . .C V  

 

µ نمودار تابع چگالي لگ نرمال را به ازا  ۱۰ . ۵شكل  =   .دهد  نشان ميσ و مقادير مختلف 1

σبرا   < 0 5/، 



نرمال توزیع لگ   
 

۳۷

 
)  نمودار چگالي ۱۰ . ۵ شكل , )LN µ σ µ برا  2 =   σ و مقادير مختلف 1

  ام توزيع برابر است با،p100توان نشان داد صدك  مي
( )pz

pt e µ σ+=  
بنابراين با توجه به اينكه در توزيع . ام توزيع نرمال استاندارد استp100 صدك pzكه در آن 

zنرمال استاندارد  =0 5    ميانه توزيع لگ نرمال برابر است با،/0
t eµ=0 5/  

) مقدار ميانگين، واريانس و ميانه توزيع ۸ . ۵جدول  , )LN µ σ  µ را به ازا  مقادير مختلف 2
  .كند  ارائه ميσو 

  σ و µ  ميانگين، واريانس و ميانه توزيع لگ نرمال به ازا  مقادير مختلف ۸. ۵جدول 

σ = 2  σ = 1  σ =0 5/    
µ = 1  µ = 0  µ = 1  µ = 0  µ = 1  µ = 0    
  ميانگين  ۱۳/۱  ۰۸/۳  ۶۵/۱  ۴۸/۴  ۳۹/۷  ۰۹/۲۰
  واريانس  ۳۶/۰  ۶۹/۲  ۶۷/۴  ۵۱/۳۴  ۳۶/۲۹۲۶  ۰۴/۲۱۶۲۳

  ميانه  ۰۰/۱  ۷۲/۲  ۰۰/۱  ۷۲/۲  ۰۰/۱  ۷۲/۲

)اگر  )h tتابع نرخ خطر توزيع لگ نرمال باشد، آنگاه   
  

[ ]
( )h t

t
ϕ

σ
=

− Φ1  



ها   به ترتيب تابع چگالي و تابع توزيع نرمال هستند كه آرگومان آنΦ و ϕكه در آن 
ln t µ

σ
)توان نشان داد كه  با يك بررسي نه چندان پيچيده مي.  است− )h t  هنگامي كه 0→

t t و 0→ → )بنابراين توزيع . ∞ , )LN µ σ توان  مي.  نيستDFR يا IFR يك توزيع 2
)نشان داد كه تابع  )h t دارا  يك ماكزيمم t∗ آيد، به دست مي است كه از معاده مشتق زير  

  

ln t µ ϕ
σ

σ
−

+ − =
− Φ

01  
 

) تابع ∗tقبل از مقدار  )h t صعود  و بعد از t∗ تابع ( )h tمقدار مقدار .  نزولي استt∗ را به 
. ها  عدد  استفاده كرد توان تعيين كرد و برا  محاسبه كردن آن بايد از روش بسته نميفرم 

) نمودار تابع نرخ خطر توزيع ۱۱ . ۵شكل  , )LN µ σ µ را به ازا  مقدار 2 =  و مقادير 0
  .دهد  نشان ميσمختلف 
) رفتار تابع نرخ خطر با توجه به )h t بديهي است كه توزيع لگ نرمال به عنوان يك مدل طول ،

به عبارت ديگر مدل . مند نيستيم  علاقهtشود كه به مقادير بزرگ  عمر هنگامي مفيد واقع مي
گيرد و  اصله محدود از زمان قرار ميها در يك ف هايي كه طول عمر آن لگ نرمال برا  سيستم

به عنوان مثال تعداد . افتند مدلي مناسب خواهد بود يعني بر اثر نقص يا فرسودگي از كار مي
تواند با توزيع لگ نرمال مدل  كند مي كيلومترهايي كه يك اتومبيل قبل از اولين خرابي كار مي

  .مثال زير را در نظر بگيريد. ساز  شود

  
)نمودار تابع نرخ خطر توزيع   ۱۱. ۵ شكل , )LN µ σ µبرا  2 =   σ و مقادير مختلف 0



نرمال توزیع لگ   
 

۳۹

 هزار ۳۶ ماه يا ۳۶  يك شركت توليد كننده اتومبيل محصولات خود را به مدت ۵ .  ۵مثال 
مسافتي كه هر خودرو برحسب ماه كار . كند يكيلومتر، هر كدام زودتر اتفاق بيافتد، گارانتي م

lnµ است كه دارا  توزيع لگ نرمال با پارامتر Tكند يك متغير تصادفي  مي = +6 / 5  و 36
σپارامتر  =0/ كه خودرو مورد استفاده قرار هايي است   تعداد ماهt است كه در آن 68

  كنند چقدر است؟  ماه طي مي۳۶ هزار كيلومتر را در ۳۶درصد خودروهايي كه . گيرد مي
  

   داريم.حل
  

ln( ) ln( )( )P T
− − > = − Φ   

=

36000 6 / 5 3636000 1 0/ 68
0/ 437

 
 

  . گذرانند ها دوره گارانتي را بدون نقص مي از اتومبيل% ۷/۴۳بنابراين، در آخر زمان گارانتي، 
  .كند  مربوط به توزيع لگ نرمال را ارائه مي خلاصه نتايج۹ . ۵جدول 

 

    خلاصه نتايج مربوط به توزيع نرمال۹. ۵جدول 
  فرمول يا خاصيت  نام

  تابع چگالي احتمال
(ln )

( , , )
t

f t e
t

µ
σµ σ

σ π

−
−

= 221  

)ln  تابع توزيع  , , ) t
F t

µ
µ σ

σ
− = Φ 

 
  

)ln  تابع قابليت اعتماد , , ) t
R t

µ
µ σ

σ
− = − Φ 

 
1  

)  تابع نرخ خطر , , )( )
( , , )

f t
h t

F t
µ σ
µ σ

تابع نرخ خطر ابتدا صعود   =
  .كند و سپس نزول مي

  eµ  ميانه
e  ميانگين

σ 2

)=ميانه  * 2 )E T e
µ σ + 

 =
21

2  

  واريانس
( ) ( )( )V T e e

µ σ σ+
= −

2 22 1  
         ( )e eσ σ −

2 2    =ميانه  * 1



تواند يك پارامتر مكان نيز  كنيم كه توزيع لگ نرمال مي در پايان اين بخش به اين نكته اشاره مي
  داشته باشد در اين حالت تابع چگالي احتمال متغير به صورت زير خواهد بود،

  
(ln( ) )

( , , ) , , ( , ),
( )

t

f t e t
t

θ µ
σµ σ θ µ σ

σ θ π

− −
−

= > ∈ −∞ +∞ >
−

2
1
21 0

2
 

)برا  متغير  با چنين توزيع احتمال، در فاصله  , )θ0شكست نخواهيم داشت .  
  
  چند توزيع پيوسته ديگر ۶ . ۵

توانند در مبحث قابليت اعتماد و مطالعات بقا به كار  ها  ديگر  نيز وجود دارند كه مي توزيع
ا  دارا  توزيع لجستيك بTمتغير تصادفي .  است١ها توزيع لجستيك يكي از اين توزيع. روند

   است اگر تابع چگالي احتمال آن به صورت زير باشد،σ و پارامتر مقياس µپارامتر مكان 
  

( )

( )
( , , ) ,

t

t

e
f t t

e

µ
σ

µ
σ

σµ σ

−

−
= − ∞ < < +∞

 
+ 

 

2

1

1
 

 

تابع قابليت . تر است ها  طويل اين توزيع مانند توزيع نرمال متقارن است با اين تفاوت كه دم
  د آن برابر است با،اعتما

  

( )( , , ) tR t
e

µ
σ

µ σ −=
+

1

1
 

 

  شود، و بنابراين تابع نرخ خطر آن به فرم بسته زير ارائه مي
  

                                          
( )

( )( ) ,

t

t

e
h t t

e

µ
σ

µ
σσ

−

−= − ∞ < < +∞
+

1

1
)۵ . ۱                        (  

 

  . استtكه همواره تابعي صعود  از 
 طور  باشد كه لگاريتم آن دارا  توزيع لجستيك Tاگر فرض كنيم متغير تصادفي طول عمر 

   دارا  توزيعي خواهد بود كه تابع چگالي آن برابر است باTاست آنگاه ) ۱ . ۵(به شكل رابطه 
  

                                                 
1 Logistic distribution 



 چند توزیع پیوسته دیگر
 

۴۱

( , , )
( ( ) )

t
f t

t

α α

α

αβ
α β

β

−

=
+

1

21  
 

αكه در آن  σ −= e و 1 µβ توان نشان داد كه تابع  مي. اين توزيع را لگ لجستيك گويند. =−
  قابليت اعتماد و تابع نرخ خطر آن به ترتيب برابرند با

  

( , , )
( )

R t
t αα β

β
=

+
1

1  
 

  و
  

( )
( )

t
h t

t

α α

α

αβ
β

−

=
+

1

1  
 

)تابع نرخ خطر  )h t  در اينجا به ازا α > α دارا  يك ماكزيمم است و به ازا  1 ≤  تابع 1
  .)شود صحت اين مطلب به دانشجويان واگذار مي. (نرخ خطر همواره نزولي است

تر   نرمال، فرم محاسباتي سادهها  نرمال و لگ ها  لجستيك نسبت به توزيع نقطه قوت توزيع
  .ها است تابع چگالي و تابع قابليت اعتماد و تابع نرخ خطر آن

در .  است١تواند مفيد واقع شود توزيع پارتو هايي كه در قابليت اعتماد مي يكي ديگر از توزيع
 به ما در اينجا توزيع پارتو را. ها  متنوعي ارائه شده است متون آمار  توزيع پارتو به شكل

متغير . گيريم كه در آن يك پارامتر شكل و يك پارامتر مقياس وجود دارد صورتي در نظر مي
 گوييم اگر تابع α و پارامتر شكل β را دارا  توزيع پارتو با پارامتر مقياس Tتصادفي 

   آن به صورت زير باشد،چگالي احتمال
  

( , , ) , , ,
( )

f t t
t

α

α

αβ
α β α β

β += > > >
+ 1 0 0 0  

 

  در اين صورت تابع قابليت اعتماد توزيع برابر است با،ا
  

( , , ) ,R t t
t

α
β

α β
β

 
= > + 

0 
 

ها   ها  قابليت اعتماد مانند تابع نرخ خطر و ميانگين عمر باقيمانده شكل در اين توزيع اندازه
  شود كه تابع نرخ خطر آن مساو  است با، حظه ميبه راحتي ملا. ا  دارند بسيار ساده

                                                 
1 Pareto distribution 



  

( )h t
t

α
β

=
+

 
 

  .  استtكه همواره تابعي نزولي از 
  . آيد ميانگين عمر باقيمانده اين توزيع به صورت زير به دست مي

  

( , , )( )
( , , )

( )
( )

t

t

R x
m t dx

R t

x
dx

t

t

α

α

α β
α β

β
β

β

∞

∞ −

−

=

+
=

+

= +

∫
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  .زيع پارتو تابعي خطي از زمان استبنابراين ميانگين عمر باقيمانده تو
فرض كنيد . شود به صورت زير است يكي از حالاتي كه توزيع پارتو در نظريه قابليت مطرح مي

) دارا  توزيع نمايي Tيك متغير تصادفي  )E λهمچنين فرض كنيد .  باشدλ  خود مقدار
)يك متغير تصادفي باشد كه دارا  توزيع  , )G α βيعني با فرض معلوم بودن .  استλ توزيع 

T،برابر است با   
  

( , ) , ,tf t e tλλ λ λ−= > >0 0  
 

  حتمال زير است، دارا  تابع چگالي اλو 
  

( ) ,
( )

g eα α βλλ β λ λ
α

− −= >
Γ

11 0 
 

)با اين فرضيات اگر . اند  مقادير معلومβ و αكه در آن  , )f t λ را تابع چگالي احتمال شرطي 
T به شرط λآنگاه تابع چگالي احتمال توأم .  بگيريمT و λ برابر خواهد شد با 

( , ) ( )f t gλ λ . بنابراين تابع چگالي احتمال غير شرطيT،برابر است با   
  

( ) ( , ) ( )f t f t g dλ λ λ
∞

= ∫
0

 
 

  داريم،. كه در واقع يك توزيع آميزه است
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  . استλ و α توزيع پارتو با پارامترها  Tبنابراين توزيع غير شرطي 
  
  مسائل ۷ . ۵
. تگاه است كه دارا  توزيع يكسان و مستقل از يكديگرند ايس۳يكي سيستم رادار شامل .  ۱

با فرض اينكه توزيع . سيستم رادار فعال است اگر و تنها اگر حداقل دو ايستگاه آن فعال باشد
)ها نمايي  طول عمر ايستگاه )E λباشد ميانگين مدت زماني كه سيستم فعال است را پيدا كنيد  .  

  

توان با استفاده از توزيع نمايي كه  مر يك سيستم الكتريكي در صنعت هوا فضا را مي  طول ع.۲
  . ساعت است مدل ساز  كرد۳۲۰۰۰ميانگين آن 

  تابع نرخ خطر سيستم چقدر است؟) الف
   ساعت ديگر از بين برود؟۱۶۰۰۰چقدر احتمال دارد كه سيستم در ) ب
 ساعت ديگر از بين برود؟ ۱۰۰ال دارد كه  فعال باشد جقدر احتم۸۰۰اگر سيستم در زمان ) ج

 ساعت ديگر از بين برود؟ چه ۱۰۰ فعال باشد چقدر احتمال دارد كه ۸۰۰۰اگر سيستم در زمان 
  گيريد؟ ا  مي نتيجه

  

 β1ها به ترتيب  ا  آنه اند كه ميانگين  دو متغير تصادفي مستقل نماييT2 و T1  فرض كنيد .۳
  .  استβ2و 

)minفرض كنيد ) الف , )T T T= 1  دارا  توزيع نمايي است با ميانگين Tنشان دهيد كه . 2
hβ

β ∗ =    كه در آن 2

hβ
β β

−
  

= +  
   

1

1 2

1 1 1
2  



 مقدمه
 

۱۱۷

  . استβ2 و β1ميانگين همساز 
هر . اند يك سيستم شامل دو جزء مستقل است كه به صورت متوالي به يكديگر متصل شده) ب

βها   يك از اجزاء دارا  توزيع نمايي و به ترتيب دارا  ميانگين =1 و ) تساع (500
β =2 tقابليت اعتماد سيستم در . هستند) ساعت (1000 =    ساعت چقدر است؟300

  

kT  فرض كنيد .۴ T T T= + + +1 2 L يك مجموع تصادفي از متغيرها  تصادفي مستقل 
)نمايي  )E λ باشد كه در آن k يك متغير تصادفي مستقل از iT ها است و دارا  تابع جرم

  باشد، احتمال هندسي به صورت زير مي
  

( ) ( ) , , ,rP k r p p r−= = − =11 1 2 …  
 

)ثابت كنيد  )T E pλ∼ .  
 دو متغير تصادفي طول عمر باشند كه مستقل از يكديگر و به ترتيب T2 و T1  فرض كنيد .۵

λ باشد به طور  كه λ2 و λ1دارا  توزيع نمايي با پارامترها   λ≠1 قرار دهيد . 2
T T T= +1 2   

  هيد كه نشان د) الف
  

( )( ) ( ) ttR t P T t e e λλλ λ
λ λ

−−= > = −
−

12
2 1

2 1

1  
 

 را به دست آوريد و نمودار آن را به عنوان تابعي از زمان برا  مقادير Tتابع نرخ خطر ) ب
  .  رسم كنيدλ2 و λ1مختلف 

  

)  سيستمي دارا  نرخ خطر .۶ )h t kt= است كه در آن k >  برحسب ساعت t و زمان 0
  .باشد مي
فرض كنيد (ام كاركرد به دست آوريد ۲۰۰قابليت اعتماد سيستم را در ساعت ) الف

k −= 62 10*(  
kميانگين طول عمر سيستم را به ازا  ) ب −= 62   . به دست آوريد*10
 ساعت ۲۰۰ ساعت كاركرد هنوز فعال باشد، چقدر احتمال دارد كه ۲۰۰اگر سيستم پس از ) ج

  . مانند حالت الف بگيريدkمقدار . ديگر كار كند
  

)  اگر .۷ , )T LN µ σ   ، آنگاه نشان دهيد كه،∽2
  

( ) ( )( ), ( )V T e e E T e
σµµ σ σ ++= − =

2
2 22 21  
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۱۱۸
 

) يك متغير طول عمر با تابع قابليت اعتماد T  فرض كنيد .۸ )R t باشد كه توزيع آن IFR 
tثابت كنيد برا  . باشد  ميµاست و ميانگين آن  µ< <0،  

  

( )
t

R t e µ
−

≥  
 

 دو متغير تصادفي طول عمر مستقل و به ترتيب دارا  نرخ خطر T2 و T1  فرض كنيد .۹
( )h t1 و ( )h t2ثابت كنيد،.  باشند  

  

( )
( |min( , ) )

( ) ( )
h t

P T T T T t
h t h t

< = =
+

1
1 2 1 2

1 2
 

 

  . را اثبات كنيد۴ . ۵  قضيه .۱۰
  

  .  را اثبات كنيد۵ . ۵  قضيه .۱۱
  

)ها  نمايي  با توزيع   يك سيستم مواز  متشكل از دو جزء.۱۲ )E ) و 1 )E  را در نظر 5
ع نرخ خطر سيستم را به دست آوريد و تحقيق تاب. بگيريد كه در آن اجزاء مستقل از يكديگرند

  . يكنواستtكنيد كه آيا رفتار آن برحسب 
  

)  فرض كنيد .۱۳ , )T W λ β∼ ،( )E T = )ٍٍ و 1 )V T = 0  را به β و λمقادير . /16
  .دست آوريد

  

. اند متصل شده است  كه مواز c و b به صورت متوالي به دو جزء a  فرض كنيد جزء .۱۴
)اگر  , )aT W 1  باشند تابع ۲ دارا  طول عمر نمايي با نرخ خطر مشترك c و b و اجزا  ∽2

  .فرض كنيد طول عمر اجزاء مستقل از يكديگر باشند. نرخ خطر سيستم را به دست آوريد
  

  تابع توزيع يك سيستم متوالي شامل دو جزء مستقل را به دست آوريد كه در آن طول عمر .۱۵
)ا  توزيع جزء اول دار )E λ1دوم دارا  توزيع   و طول عمر جزء ( , )W 0 906   . است/4

  

 و ۷/۱  پمپ آب يك نوع اتومبيل دارا  طول عمر  است كه توزيع وايبل با پارامتر شكل .۱۶
  . دارد۲۶۵۰۰۰پارامتر مقياس 

ها  مورد استفاده در   چند درصد از پمپ كيلومتر باشد،۳۶۰۰۰اگر زمان گارانتي پمپ ) الف
  .كند اين نوع اتومبيل دوره گارانتي را بدون شكست طي مي

  .تابع نرخ خطر را به دست آوريد) ب



 مقدمه
 

۱۱۹

 ۱۰۰۰ هنوز سالم باشد، چقدر احتمال دارد كه بعد از ۳۶۰۰۰اگر پمپ اتومبيل در كيلومتر ) ج
  كيلومتر از كار بيافتد؟

  

)كتريكي توزيع وايبل   طول عمر يك دستگاه ال.۱۷ , )W 2   . دارد1000
   ساعت بيشتر شود؟۱۰۰۰چقدر احتمال دارد كه طول عمر دستگاه از ) الف
  .ميانگين و واريانس طول عمر دستگاه را پيدا كنيد) ب
  ميانه طول عمر دستگاه چقدر است؟) ج

  

كنند و تابع نرخ   مستقل عمل ميدر نظر بگيريد كه به طور   سيستمي را متشكل از دو جزء.۱۸
چقدر احتمال دارد كه جزء اول قبل از .  باشندλ2 و λ1ها به ترتيب مقادير ثابت  خطر آن

 جزء مستقل با توابع nدوم در سيستم از كار بيافتد؟ اين نتيجه را به حالتي كه سيستم دارا   جزء
 را محاسبه كنيد كه جزء اول  است تعميم دهيد و احتمال آنnλو ... ، λ1 ،λ2نرخ خطر ثابت 

  .زودتر از بقيه در سيستم از بين برود
  

  .  توزيع آميخته زير را در نظر بگيريد.۱۹
  

( ) ( ) , , , ,t tf t e e tλ λλα λ α α λ λ− −= + − > ≤ ≤ >1 2
1 2 1 21 0 0 1 0  

 

در مورد رفتار ميانگين عمر باقيمانده . ميانگين طول عمر سيستمي با اين توزيع را به دست آوريد
  توان گفت؟ سيستم چه مي

  

 است كه توزيع طول عمر  كند كه تجربه نشان داده گر گاز توليد مي ا  نوعي حس   كارخانه.۲۰
 Λ خود مقدار يك متغير تصادفي λباشد كه در آن   ميλگرها نمايي با نرخ خطر  اين حس

)است كه دارا  توزيع گاما با ميانگين  )E −Λ = 51 15 10/ و ) برحسب معكوس ساعت (*
)واريانس  )V −Λ = 1216 ط زمان از كار افتادن اين محصول را برحسب سال متوس.  است*10

  . محاسبه كنيد
  

)  فرض كنيد طول عمر يك سيستم برحسب ساعت دارا  توزيع .۲۱ , )W −42 25 1 15 10/ / * 
  . باشد
   ماه بدون شكست فعال باشد؟۶چقدر احتمال دارد كه سيستم ) الف
  ميانگين طول عمر سيستم چقدر است؟) ب
  ر سيستم چقدر است؟ميانه طول عم) ج
   ماه ديگر كار كند؟۶اگر سيستم در آخر ماه ششم هنوز كار كند، چقدر احتمال دارد كه ) د
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۱۲۰

  . با استفاده از يك نرم افزار كامپيوتر ، نمودار ميانگين عمر باقيمانده سيستم را رسم كنيد) ه
  

µترها    زمان شكست يك نوع ديود الكتريكي دارا  توزيع لگ نرمال با پارام.۲۲ = 12 3/ 
σو  = 1   .  است/2

  .نمودار تابع نرخ خطر توزيع را رسم كنيد) الف
  .كند ا  از زمان تابع نرخ خطر شروع به نزول مي در چه نقطه) ب
  .تعيين كنيد) ساعت (۱۵۰۰۰۰قابليت اعتماد ديود را در زمان ) ج
  افتند؟ از كار مي) ساعت (۵۰۰۰۰هايي قبل از چند درصد از چنين ديود) د
  

)، دارا  توزيع T  مقاومت يك مفتول فلز ، .۲۳ , )LN µ  چقدر باشد µمقدار .  است3
)كه  )P T ≤ =158 0 5/.  

  

µسر شده با پارامترها   نرمال بي  فرض كنيد يك سيستم دارا  توزيع .۲۴ = σ و 5 = 2 
tقابليت اعتماد سيستم را در زمان . باشد = tتابع نرخ خطر در زمان .  تعيين كنيد3 =  چقدر 0
  است؟

  

 ۵۰۰۰۰كند كه به طور متوسط  يل،محصولاتي توليد مي  كارخانه توليد لاستيك اتومب.۲۵
اگر .  هزار كيلومتر كار كنند۷۰ درصد محصولات بيش از ۵فرض كنيد. كنند كيلومتر كار مي

  توزيع طول عمر لاستيكي نرمال باشد،
  .انحراف استاندارد محصولات را پيدا كنيد) الف
  .هزار كيلومتر كار كند ۶۰چقدر احتمال دارد كه يك لاستيك توليد  بيش از ) ب
  با فرضيات فوق چقدر احتمال دارد كه يك محصول طول عمر منفي داشته باشد؟) ج

  

,  ثابت كنيد اگر .۲۶ , ,nT T T2  و iµ متغيرها  تصادفي لگ نرمال باشند با پارامترها  …1
iσ 2 ،, , ,i n= 1 2 ، آنگاه …

n

i
i

T T
=

= ∏
1

 دارا  توزيع لگ نرمال است با پارامترها  
n

i
i

µ
=

∑
1

 و 
n

i
i

σ
=

∑ 2

1
.  

  

)  اگر .۲۷ , )T W λ β∼،نشان دهيد   
  

( ) , , ,k
k

k
E T k

λ β
 

= Γ + = 
 

1 1 1 2 …  
 

 



  
  

  
  
  

۵  
  
  

  هاي استنباط پارامتري در قابلیت اعتماد روش
  
  

    مقدمه ۱ . ۶
ها  قبل تابع قابليت اعتماد متناظر با يك متغير تصادفي طول عمر را تعريف كرده و  در فصل

ها  مهم سالخوردگي نظير تابع خطر و ميانگين عمر باقيمانده را معرفي  بعضي از شاخص
ها  طول عمر، اگر مدل احتمالي متغير يعني تابع چگالي احتمال در مطالعه خواص متغير. كرديم

، كاملاً معلوم باشد، آنگاه قادر خواهيم بود كه قابليت اعتماد آن، تابع نرخ خطر و ساير fآن، 
ن اي. ها  آمار  متناظر با آن را تعيين نموده و در مورد رفتار تصادفي آن بحث نماييم شاخص

 را كاملاً شناخت بلكه باعث fشود كه رفتار تصادفي يك سيستم با توزيع  امر نه تنها باعث مي
  .ها  ديگر مقايسه كرد شود كه آن را با سيستم مي

هايي  در دنيا  واقعي، در مطالعه خواص تصادفي طول عمر يك سيستم، ممكن است با وضعيت
در وضعيت متداول به . ها توزيع طول عمر سيستم كاملاً معلوم نباشد آنروبرو شويم كه در 
  . صورت زير است

در اين حالت نقش . اولين وضعيت هنگامي است كه توزيع طول عمر كاملاً نامعلوم باشد) الف
آماردان آن است كه با گرفتن مشاهداتي در مورد نحوه عملكرد سيستم در طول زمان، توزيع 

. مين زده و سپس در مورد رفتار تصادفي و خواص سالخوردگي آن بحث نماييدطول عمر را تخ
  .ها  ناپارامتر  معروف است اين نوع استنباط آمار  اصطلاحاً به استنباط ناپارامتر  يا روش



افتد اين است كه آماردان ممكن است از قبل ساختار احتمالي  وضعيت ديگر  كه اتفاق مي) ب
به عنوان مثال ممكن است، از تجربيات قبلي يا مطالعات . م را بداندطول عمر سيست) توزيعي(

ديگر بداند كه توزيع طول عمر سيستم مورد بررسي وايبل است، اما پارامترها  توزيع برايش 
در اين حالت با گرفتن مشاهداتي از آن توزيع بايد پارامترها  مجهول توزيع را . مجهول باشد
  . ها  پارامتر  گويند ا اصطلاحاً، استنباط پارامتر  يا روشچنين وضعيتي ر. برآورد كند

افتد كه در آن وضعيت موجود بين آمار پارامتر  و ناپارامتر   ها  ديگر  نيز اتفاق مي حالت
ها شبه پارامتر   شود كه به آن هايي مطرح مي در متون پيشرفته آمار  روش. گيرد قرار مي

ه ويژه در مطالعات طول عمر مهم است روش مدل ها كه ب يكي از اين روش. گويند مي
ها   اما در فصل. رگرسيوني كاكس است كه بحث در مورد آن از هدف اين متن خارج است

كنيم كه به نوعي بين دو روش پارامتر  و  ها  استنباط را مطرح مي بعد يكي ديگر از روش
كنيم روش نمودار  حث مي در مورد آن ب۸اين روش كه در فصل . گيرد ناپارامتر  قرار مي

  . احتمال است
، ابتدا ۲  . ۶در بخش . دهيم ها  پارامتر  برآورد را مورد مطالعه قرار مي در اين فصل روش

ا   ا  و برآورد فاصله نگاهي اجمالي به مبحث برآورد پارامترها انداخته و دو روش برآورد نقطه
ابليت اعتماد را معرفي كرده و سپس انواع ها  ق  خصوصيات داده۳ . ۶در بخش . كنيم را مرور مي

 روش گشتاور  برآورد پارامتر را ارائه ۴ . ۶بخش . كنيم ها  سانسور شدن داده را ارائه مي شيوه
ها  سانسور در بعضي حالات  دهيم كه چگونه اين روش را برا  داده به ويژه نشان مي. كند مي

. كنيم به روش ماكزيمم درستنمايي را ارائه مي برآورد ۵ . ۶در بخش . توان به كار برد خاص مي
ها در برآورد  ترين روش ها  منحصر به فرد خود يكي از متداول اين روش به دليل ويژگي

 در مورد ۶ . ۶بخش . ها  مختلف سانسور كارائي دارد به ويژه اين روش برا  شيوه. پارامتر است
 با ارائه ۹ . ۶ تا ۷ . ۶ها   در بخش. كند ميها  اطمينان تقريبي بحث  نحوه به دست آوردن فاصله

توان در برآورد  دهيم كه چگونه روش درستنمايي ماكزيمم را مي ها  متنوع نشان مي مثال
گير  به كار  ها  مختلف نمونه ها  معروف مانند نمايي، وايبل، و لگ نرمال تحت شيوه مدل
. برد

  
   نگاهي اجمالي به برآورد پارامترها  ۲ . ۶
نطور كه اشاره كرديم، توزيع طول عمر يك سيستم ممكن است به يك يا چند پارامتر هما

ها  طول عمر سيستم، لازم است كه  لذا جهت تعيين شاخص. مجهول بستگي داشته باشد
گير ، كه  بدين منظور ابتدا بايد با استفاده از يك شيوه نمونه. پارامترها را برآورد كنيم

هايي از توزيع مورد نظر استخراج  گير  تصادفي ساده است، داده ترين نوع آن نمونه معمول
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ها يكي  ها  به دست آمده و مطالعه خواص آن ارائه برآوردگرهايي با استفاده از داده. كنيم مي
)فرض كنيد . از اهداف استنباط آمار  است , )f x θ توزيع طول عمر تحت بررسي باشد كه در 

)اگر .  استΘ متعلق به فضا  پارامتر θآن  , , , )nT T T=T 1 2 ا  از متغيرها    مجموعه…
ها مستقل بوده و دارا  iTدهد هرگاه  تصادفي باشد، گوييم تشكيل يك نمونه تصادفي مي

)، مثلاً θكنيد بخواهيم تابعي از فرض . توزيع يكسان باشند )g θبدين منظور .  را برآورد كنيم
)تابعي از مشاهدات نمونه را كه دارا  سنخيت يكسان با  )g θ است به عنوان برآوردگر به كار 

  .زير استتعريف دقيق برآوردگر به صورت . بريم مي
  

ˆ  فرض كنيد ۱ . ۶تعريف  ˆ( )θ θ= T تابعي از نمونه تصادفي ( , , , )nT T T=T 1 2 .  باشد…
) يك برآوردگر θ̂گوييم  )g θ است هر گاه مقادير θ̂ در فضا  مقادير ( )g θباشد  .  

  

ها  يك دستگاه توليد نوعي قطعات صنعتي  برا  مثال فرض كنيد هدف برآورد نسبت خرابي
گيرد، هر برآوردگر آن نيز بايد طور   چون اين نسبت مقدار بين صفر و يك را مي. باشد

  . تعريف شود كه مقدار  در همين فاصله بگيرد
 خود T،  θ̂ تابعي از θ̂گيرد و  ها  مختلف مي  مقادير تصادفي را در نمونهTبا توجه به اينكه 

ت كه به آن توزيع  دارا  يك توزيع احتمال اسθ̂بنابراين . نيز يك متغير تصادفي خواهد بود
)برا  مثال فرض كنيد . گوييم  ميθ̂ا   نمونه , , , )nT T T=T 1 2  نمونه تصادفي از توزيع …
( )E θ باشد كه در آن θآنگاه يك برآوردگر طبيعي برا  ميانگين جامعه.  مجهول است ،

( )g θ
θ

=
ˆ، ميانگين نمونه 1

n

i
i

T
n

θ
=

= ∑
1

 n ديديم مجموع ۵همانطور كه در فصل .  است1
)متغير تصادفي مستقل از توزيع نمايي  )E θ دارا  توزيع گاما ،( , )G n θاين بنابر.  است

)، θ̂ا   توان نشان داد كه توزيع نمونه مي , )G n nθاست  .θ̂ از هر نمونه به نمونه ديگر 
د گير ها  مختلف مي  در نمونهθ̂متوسط مقدار  كه . كند مقدار  متفاوت را اختيار مي

)ميانگين توزيع  , )G n nλبه عبارت ديگر، با توجه به ميانگين توزيع گاما، .  است  
  

ˆ( )

,

E n
n

θ
θ

θ

=

=

1

1  

 

) برآوردگر نااريب θ̂اصطلاحاً در اينجا گوييم . ها استiTكه همان ميانگين  )g θ
θ

=
1 

)ˆبه طور كلي برآوردگر . است )θ T را يك برآوردگر نااريب ( )g θ،گوييم هر گاه   
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( ) ( )E T g θ=  
 

به طور شهود  مفهوم نااريبي بيان . باشد ها  يك برآوردگر مي معمولاً نااريبي يكي از مطلوبيت
گيرد مساو  است با  ها  مختلف مي ند متوسط مقادير  كه يك برآوردگر در نمونهك مي

گير  دقت يك برآورد كننده معيارها  مختلفي تعريف شده  جهت اندازه. پارامتر مورد نظر
 θ̂اگر . گير  دقت برآوردگر متوسط توان دوم خطاست متداولترين معيار برا  اندازه. است

)برآوردگر  )g θ باشد، آنگاه متوسط توان دوم خطا  آن كه با ˆ( )MSEθ θدهيم   نشان مي
  برابر است با،

  

ˆ ˆ( ) ( ( ))MSE E gθ θθ θ θ= − 2  
 

)ˆهر چقدر كه  )MSEθ θ مقدار كمتر  داشته باشد برآوردگر θ̂دقيق خواهد بود .  
) برا  θ̂در حالتي كه  )g θشود كه   برآوردگر  نااريب باشد، به راحتي نشان داده مي

ˆ( )MSEθ θ همان واريانس برآوردگر θ̂م كه برآوردگر در مثال توزيع نمايي ديدي.  است
ˆ

n

i
i

T
n

θ
=

= ∑
1

  .  نااريب است1
  :، با توجه به فرمول واريانس توزيع گاما، برابر است باθ̂واريانس 

  

ˆ( )
( )

V n
n

n

θ
θ

θ

=

=

2

2

1

1
 

 

)ˆشود كه با افزايش حجم نمونه،  ملاحظه مي )V θ در نتيجه دقت  كاهش پيدا كرده و
  . كند  افزايش پيدا ميθ̂برآوردگر 

)اين روش برآورد  )g θها  متنوعي  در متون استنباط آمار  روش. ا  گويند  را برآورد نقطه
روش "دو روش متداول در آمار . ا  پارامترها  مجهول توزيع ارائه شده است برا  برآورد نقطه

كه ويژگي اولين روش سادگي به كار بردن آن و " ماكزيمم درستنمايي"و روش " گشتاور 
  . كنيم ها  بعد به آن اشاره مي ها  مهمي برخوردار است كه در بخش دومين روش از ويژگي

در اين روش از برآورد، به جا  آن . ا  است روش ديگر  از برآورد پارامترها برآورد فاصله
ز مشاهدات نمونه را محاسبه كرده و به عنوان برآوردگر در نظر بگيريم، مجموعه از كه تابعي ا

)مقادير فضا  پارامتر  )g θكنيم كه   را به دست آورده و ادعا مي( )g θ با ضريبي از اطمينان 
  .ن به صورت زير استتعريف دقيق يك فاصله اطمينا. گيرد در آن فضا قرار مي
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)  فرض كنيد ۲ . ۶تعريف  , , , )nT T T=T 1 2 )ا  تصادفي از توزيع   نمونه… , )f x θ باشد كه 
θ ∈Θ ⊆ )فرض كنيد . ¡ )θ T و ( )θ T دو تابع از T باشند كه ( ) ( )θ θ≤T T . آنگاه

)فاصله  )( ), ( )θ θT T را يك فاصله اطمينان، با سطح اطمينان ( )α−100 1% ،α≤ ≤0 1 ،
)برا   )g θ است هرگاه به ازا  تمام مقادير θ،  

  

( )( ) ( ) ( )P gθ θ θ α≤ ≤ ≥ −T T 1  
 

)يعني با ضريب اطمينان حداقل  )α−100 ) فاصله 1% )( ), ( )θ θT T مقدار ( )g θ را در بر 
  .گيرد مي

)جهت تعيين فاصله اطمينان برا  ميانگين توزيع نمايي  )E θكنيم ، به صورت زير عمل مي .
ˆديديم كه 

n

i
i

T
n

θ
=

= ∑
1

) دارا  توزيع 1 , )G n nθبنابراين متغير .  استˆnθθ2 دارا  توزيع 
≥αپس به ازا  .  درجه آزاد  استn2كا  دو با  ≤0   توان نوشت، ، مي1

  

, ,
ˆ
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  بنابراين بازه،
  

( ) , ,
( ) , ( ) ,ˆ ˆ

n n

n n

α αχ χ
θ θ

θ θ

−
 
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) يك فاصله اطمينان دقيق  )α−100 با . توزيع نمايي است) نرخ خطر (θ برا  پارامتر 1%
. توان يك فاصله اطمينان برا  ميانگين توزيع نمايي به دست آورد معكوس كردن اين فاصله مي



 نگاهی اجمالی به برآورد پارامترها
 

۱۲۱

 را محاسبه كرده و با استفاده از جدول مقادير توزيع θ̂ مشاهده مقادير نمونه برآوردگر پس از
χ ها  بعد با ارائه مثال  در بخش. كنيم ، كران پايين و بالا  فاصله اطمينان را محاسبه مي2

در اينجا برا  محاسبه فاصله اطمينان ميانگين توزيع روشي كه . دهيم جزئيات بيشتر را توضيح مي
در اين روش بايد . است" كميت محور "نمايي ارائه كرديم، حالت خاصي از روشي به نام 

ي نداشته  را طور  پيدا كنيم كه توزيع آن به پارامتر بستگθ و پارامتر θ̂تابعي از برآوردگر 
توان اميدوار بود كه فاصله اطمينان برا  پارامتر مجهول را  سپس بر اساس آن تابع مي. باشد
در بسيار  از حالات يافتن فاصله اطمينان دقيق برا  پارامتر مجهول امكان پذير نيست و . يافت

ها   طميناناساس يافتن فاصله ا. ها  اطمينان تقريبي برا  پارامتر يافت لذا لازم است فاصله
بر مبنا  قضيه حد مركز  در بسيار  . تقريب استفاده از توزيع نرمال و قضيه حد مركز  است

از حالات منطقي است كه توزيع تقريبي برآوردگرها را به ويژه هنگاميكه حجم نمونه بزرگ با 
 ۷ . ۵خش ها  اطمينان تقريبي را به ب جزئيات بيشتر استفاده از فاصله. توزيع نرمال تقريب زد

  . كنيم واگذار مي
 
  ها  قابليت اعتماد و انواع سانسور داده  ۳. ۶

در نظر قابليت اعتماد نيز . هايي از جامعه آمار  است هر نوع استنباط آمار  مستلزم داشتن داده
گير  در مورد قابليت و چگونگي سالخوردگي محصولات نياز به داشتن  برا  هر گونه نتيجه

  .تواند مفيد باشد ها  قابليت علاوه بر اين در موارد زير نيز مي داده. داده است
  .تواند مفيد باشد ها  به كار رفته در موارد زير نيز مي بررسي مشخصه) ۱
  .پيش بيني قابليت اعتماد و محصول در مرحله طراحي اوليه آن) ۲
  .بررسي اثر يك طراحي خاص در قابليت اعتماد محصول) ۳
  .ا چند توليد كننده يك محصول خاصمقايسه بين دو ي) ۴
  .بررسي درست بودن يك ادعا  تبليغاتي) ۵
  .ها  گارانتي محصول توسط توليد كنند بيني هزينه پيش) ۶

  .ها  قابليت اعتماد به نام زير معروفند از متون تحليل بقا و آزمون طول عمر، داده
  ها  عمر داده) ۱
  ها  زمان شكست داده) ۲
  ها  بقا داده) ۳
  ها  زمان پيشامد داده) ۴
  )البته با كمي تفاوت در مقايسه با موارد فوق(ها  فرسايشي  داده) ۵

  .توان به موارد زير اشاره كرد ها  قابليت اعتماد مي از خصوصيات متمايز داده
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همانطور كه در فصل قبل اشاره كرديم متغيرها  . ها  قابليت اعتماد نامنفي هستند داده) ۱
بنابراين . ها دارا  تكيه گاه مثبت هستند ها  طول عمر آن ر و يا توزيعتصادفي طول عم

ها  معروف در  مدل. شود مقادير نامنفي هستند ها استخراج مي هايي كه از اين توزيع داده
  ...مطالعات طول عمر عبارتند از توزيع نمايي، توزيع وايبل، توزيع لگ نرمال، توزيع گاما و 

ها  طول عمر آن است كه معمولاً شامل مشاهدات ناكامل   ديگر دادهويژگي مهم و متمايز) ۲
افتد كه مقدار دقيق طول عمر يك محصول كه تحت آزمايش  اين حالت زماني اتفاق مي. هستند
كنيم، و تنها اطلاعاتي كه در مورد آن داريم آن است كه از يك  گيرد را مشاهده نمي قرار مي

ا  در مطالعات طول عمر دو چيز  دليل رخداد چنين پديده.  بيشتر استCمقدار معين مثلاً 
معمولاً هنگامي كه يك محصول . بر بودن آزمايش و ديگر  پرهزينه بودن آن است، يكي زمان

از . گير  طول عمر آن بايد منتظر ماند تا از كار بيافتد كنيم، جهت اندازه را وارد آزمايش مي
 ممكن است محصول دارا  قابليت بالا باشد، چهت مشاهده زمان شكست آن بايد آنجايي كه

زمان بسيار زياد  صرف كرد كه البته اين امر معقولي نيست ازطرف ديگر محصول مورد 
آزمايش ممكن است بسيار گران قيمت باشد و شكست هر محصول هزينه زياد  را بر آزمايش 

ملاحظاتي هنگاميكه طول عمر محصول از يك مقدار ثابت بنابراين با وجود چنين . تحميل كند
كنيم و اطلاعات حاصل را ثبت  از قبل تعيين شده بيشتر شد محصول را از آزمايش خارج مي

فرض كنيد متغير . در اين حالت اصطلاحاً گوييم كه داده مورد نظر سانسور شده است. كنيم مي
)، nمحصول مورد آزمايش باشد و  طول عمر Tتصادفي  )n >  T، محصول با طول عمر 1

,اگر . كنيم را وارد آزمايش مي , ,nT T T2 دهنده طول عمر محصولات باشد آنگاه اگر   نشان…1
,، iTبرا  متغير  , ,i n= 1 2 i، داشته باشيم … iT t=)  كه در آنit<0مقدار  معلوم است  (

iTكه ام تنها بدانيم iاگر برا  محصول . ام، يك مشاهده كامل استiآنگاه مشاهده  C> كه 
.  مقدار  معلوم است آنگاه اصطلاحاً گوييم متغير از سمت راست سانسور شده استCدر آن 

iTاز طرفي اگر  C<نوع ديگر .  آنگاه متغير مورد بررسي از سمت چپ سانسور شده است
 محصول هنوز فعال بوده است اما در زمان بازرسي C1ر زمان بازرسي سانسور آن است كه د

C2 ،( )C C<1   . ا  اتفاق افتاده است در اين حالت گوييم سانسور فاصله. ، از كار افتاده است2
 و Iها سانسور نوع  هايي هستند كه به آن  شيوهها  متداول سانسور از راست دو نوع از شيوه

 را سانسور شكست نيز II را سانسور زمان و سانسور نوع Iسانسور نوع .  گويندIIسانسور نوع 
  .كنيم در زير تعريف اين دو نوع سانسور را تعريف مي. گويند مي

   Iسانسور نوع 
t  آزمودني را در زمانnفرض كنيد  =  منتظر Cتا زمان ثابت . كنيم  وارد آزمايش مي0

 rدر اين صورت نتيجه آزمايش اين است كه . دهيم مانيم و سپس آزمايش را خاتمه مي مي



هاي قابلیت اعتماد و انواع سانسور داده  
 

۱۲۳

,محصول  , ,r n= 0 1 ها معلوم است  اند و زمان دقيق شكست آن  از كار افتادهC قبل از زمان …
nو تنها اطلاعي كه در مورد  r− محصول باقيمانده داريم آن است كه طول عمرشان از C 

  . را ببينيد۱ . ۶شكل . اند بيشتر است و اصطلاحاً سانسور شده
  

  

                     :nT1     :nT2  … :r nT      C      :r nT +1  … :n nT  
                                                مشاهدات كامل             مشاهدات سانسور شده                    

  I  نمايش سانسور نوع ۱ . ۶ شكل
  

   IIسانسور نوع 
t آزمودني را در زمان nدر اين روش  =  rمانيم تا  سپس منتظر مي. كنيم  وارد آزمايش مي0

,از كار افتادگي را مشاهده كنيم،  , ,r n= 1 2 r:اگر . دهيم ، آنگاه آزمايش را خاتمه مي… nt 
nامين از كار افتادگي باشد آنگاه تنها اطلاعي كه در مورد rمقدار مشاهده شده  r−  محصول

r:باقيمانده داريم آن است كه طول عمرشان از  ntشكل . اند  بيشتر است و اصطلاحاً سانسور شده
  . را ببينيد۲ . ۶
  

  

                     :nT1     :nT2   …  : :r n r nT t=        :r nT +1     :n nT  
                                                            مشاهدات كامل مشاهدات سانسور شده                    

  I  نمايش سانسور نوع ۲ . ۶ شكل
ها   آور  داده ها از جمع اول اينكه در كنار اين شيوه. در اينجا ذكر چند نكته ضرور  است
ها  ها سانسور وجود دارد كه جهت اطلاع در مورد آن سانسور شده، انواع ديگر  از روش

نكته دوم اينكه صرفنظر از نوع سانسور، مادامي كه شيوه . تر مراجعه كرد توان به كتب پيشرفته مي
مشكلي در تحليل سانسور مستقل از متغير طول عمر باشد، با وجود كامپيوترها  پيشرفته 

ها   ها  قابليت اعتماد را علاوه بر روش نكته آخر اينكه داده. ها  قابليت نخواهيم داشت داده
ها، مطالعات ميداني  دو نوع ديگر از اين روش. آور  كرد توان از طرق ديگر نيز جمع فوق مي

ست كه معمولاً ها  گارانتي ا ها  داده در محيط استفاده از محصولات و استفاده از پايگاه
  . ها  مختلف در دست دارند شركت

كنيم  هيا برآورد پارامتر  را مورد بررسي قرار دهيم، در ادامه فصل فرض مي قبل از آن كه روش
) دارا  توزيعي است با تابع چگالي احتمال Tمتغير تصادفي طول عمر  , )f x θ كه در آن 

( , , , )nθ θ θ=θ 1 2 برآورد اين .  بردار  از پارامترها  مجهول است كه بايد برآورد شوند…



  هاي استنباط پارامتري در قابلیت اعتماد روش
  

۱۲۴

)شود كه مدل  پارامترها باعث مي , )f x θ كاملاً معلوم باشد و لذا قابليت اعتماد و ديگر 
 Θ متعلق است به θكنيم  فرض مي. توان تخمين زد ها  آمار  متغير طول عمر را مي شاخص

k⊆Θكه در آن   مساو  kمعمولاً در عمل مقدار .  بعد  اقليدسي استk فضا  ¡k و ¡
گيرد روش گشتاور  است  اولين روش برآورد كه مورد بررسي قرار مي. ت اس۳ يا حداكثر ۲

 .پردازيم كه در ادامه به آن مي
 
  روش گشتاور   ۴. ۶

ها  آمار  كه در عين  ترين روش روش گشتاور  برآورد پارامترها  يك توزيع، از قديمي
فرض كنيد . شهود ترين نوع روش برآورده بوده و مبتني است بر يك ايده كاملاً  حال ساده

, , ,nT T T2 )ا  تصادفي از   نمونه…1 , )f x θ باشد و , , ,nt t t2  را به ترتيب مقادير مشاهده …1
ام نمونه، به ترتيب jام جامعه و گشتاور مرتبه jگشتاور مرتبه . ها در نظر بگيريد شده آن

)برابرند با  ) ( )k
j E Tθµ =θ و 

n
j

j i
i

m T
n =

= ∑
1

 را از حل θدر روش گشتاور  پارامتر . 1
  .آوريم به دست مي) در صورت وجود(معادلات زير 

  

( ) , , , , .j jm j kµ = =θ 1 2 …  
 

  . زير را در نظر بگيريدبرا  توضيح بيشتر مثال
,  فرض كنيد ۱ . ۶مثال  , ,nt t t2  مقادير مشاهده شده يك نمونه تصادفي از توزيع …1

( , )W λ βدر اينجا .  باشند( , )λ β=θكنيم هر دو پارامتر   كه در آن فرض ميλ و β 
   فصل قبل داريم،۲۷از تمرين . اند مجهول

  

( ) ( )

, , ,

j
j

j

E T

j
j

µ

λ β

=

 
= Γ + = 

 

θ

1 1 1 2 …
  

  

   بايد از معادلات زير برآورد شوند،β و λبنابراين 
  

)۶   . ۱                                    (
n

i
i

m t
n λ β=

 
= = Γ + 

 
∑1

1

1 1 11  
  

  و
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n

i
i

m t
n λ β=

 
= = Γ + 

 
∑ 2

2 2
1

1 1 21  
  

  . آوريم  به دست ميλاز اين دو معادله با حذف 
  

m
m

β

β

 
Γ + 

  =
 

Γ + 
 

2
2

2 1

21

11
  

  

,، itبسته به مقادير مشاهده شده  ,i = 1 2  را با βر ، با محاسبه مقدار سمت راست مقدا…
 باشد، با استفاده β مقدار برآورد β̂اگر . كنيم استفاده از روش عدد  از معادله فوق تعيين مي

  . كنيم دهيم تعيين مي  نشان ميλ̂ را كه با λ برآورد ۱ . ۶از معادله 
 مشاهده از طول عمر مرتب شده يك نوع ۲۵ مقادير ۱ . ۶برا  توضيح بيشتر فرض كنيد جدول 

منديم با  علاقه. باشد دانيم دارا  توزيع وايبل مي باطر  برحسب روز است كه بر اساس تجربه مي
  .  توزيع وايبل را برآورد كنيمβ و λاستفاده از روش گشتاور  مقدار 

  ها با توزيع وايبل   طول عمر باطر ۱. ۶جدول 

it  i  it  i  it  i  it  i  it  i  
۱۲۲۳  ۲۱  ۹۸۴  ۱۶  ۷۴۶  ۱۱  ۶۲۶  ۶  ۳۹۱  ۱  
۱۲۷۹  ۲۲  ۱۰۰۳  ۱۷  ۷۶۳  ۱۲  ۶۸۰  ۷  ۵۱۰  ۲  
۱۲۸۵  ۲۳  ۱۰۱۹  ۱۸  ۷۷۵  ۱۳  ۶۹۴  ۸  ۵۴۱  ۳  
۱۳۹۳  ۲۴  ۱۰۳۱  ۱۹  ۹۳۲  ۱۴  ۷۱۰  ۹  ۵۹۵  ۴  
۱۵۷۷  ۲۵  ۱۰۸۳  ۲۰  ۹۵۷  ۱۵  ۷۱۵  ۱۰  ۶۲۲  ۵  

  
mتوان نتيجه گرفت كه   به راحتي مي۱ . ۶از جدول  =1 885 m و /36 =2 874849 07/ .
  بنابراين،

  

( )
β

β

 
Γ + 

  = =
 

Γ + 
 

2
2

21 874849 07 1 116885 3611
/ //  
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دهد كه معادله اخير به ازا    فصل پنجم، يك بررسي ساده نشان مي۱ . ۵با استفاده از جدول 
β = 3    برابر خواهد شد باλدر نتيجه برآورد . برقرار است /25

  

ˆ
m

β
λ

 
Γ + 

 = = =
1

11 0 89633 0 00101885 36
/ //  

 

حاسبه  را مTتواند عبارات احتمالي در مورد طول عمر   ميλ̂ و β̂اكنون با داشتن مقادير 
   سال بعد از استفاده برابرا است با۲برا  مثال قابليت اعتماد باطر  در زمان . كرد

  

( )( )R e−= =
3 250 00101 730730 0 69// * /  

 

,  فرض كنيد ۲ . ۶مثال  , ,nt t t2  مقادير مشاهده شده يك متغير طول عمر باشد كه توزيع …1
( , )G λ βيين برآورد مطلوبست تع.  داردλ و β با استفاده از روش گشتاور .  
  ام توزيع گاما برابر است با،kتوان نشان داد كه گشتاور مرتبه    به راحتي مي.حل

  

( ) ( )
k

k
k

i

E T iβ
λ

−

=

= +∏
1

0

1  
 

  توان با استفاده از معادلات زير برآوردگر  را ميβ و λبنابراين مقادير 
  

n

i
i

m t
n

β
λ=

= =∑1
1

1 )۶ . ۲                                             (  
 

  و
  

( )n

i
i

m t
n

β β
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+
= =∑ 2

2 2
1

1 1  
 

  آوريم، از دو معادله اخير به دست مي
  

m
m

β
β
+

=2
2
1

1  
  

  بنابراين
  

ˆ ,m
m m

β =
−

2
1

2
2 1
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  ) ۲ . ۶(و لذا از رابطه 
  

ˆ ,
m

m m
λ =

−
1

2
2 1

  
  

)كه در آن  )
n

i
i

m m t m
n =

− = −∑2 2
2 1 1

1

1  
  

)فرض كنيد طول عمر يك نوع لامپ الكتريكي برحسب روز دارا  توزيع  , )G λ βاز .  است
ها را در   را وارد آزمايش كرده و طول عمر مرتب شده آن۲۰ا  به حجم  مونهاين نوع لامپ ن

  .ايم جدول زير ثبت كرده

  ها  الكتريكي با توزيع گاما   طول عمر لامپ۲ . ۶جدول 

it  i  it  i  it  i  it  i  
۴۰/۲۶۸  ۱۶  ۹۹/۱۶۴  ۱۱  ۰۲/۱۰۲  ۶  ۷۴/۴۶  ۱  
۹۳/۲۹۴  ۱۷  ۳۴/۱۹۰  ۱۲  ۱۵/۱۲۶  ۷  ۵۸/۵۰  ۲  
۴۳/۲۹۹  ۱۸  ۹۱/۲۱۲  ۱۳  ۵۷/۱۵۲  ۸  ۰۶/۹۰  ۳  
۳/۳۷۴  ۱۹  ۰۶/۲۴۱  ۱۴  ۲۱/۱۵۵  ۹  ۸۶/۹۹  ۴  
۸۴/۳۷۹  ۲۰  ۳۵/۲۴۳  ۱۵  ۹۳/۱۶۲  ۱۰  ۰۱/۱۰۲  ۵  

mتوان نشان داد كه  با محاسبات ساده مي =1 186 m و /591 =2 44044  بنابراين /14
   به ترتيب برابرند با،λ̂ و β̂برآوردها  

  

( )ˆ ,β =

=

2186 591
9227 74

3 773

/
/

/
  

  

  و
  

ˆ ,λ =

=

186 591
9227 74
0 02

/
/

/
  

  

  در نتيجه تابع چگالي احتمال برآورد شده به صورت زير است،و 
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( ) ( ) ,
( )

tf t t e t−= >
Γ

3 772 2 772 0 021 0 02 03 772
/ / ///  

  

  .توان محاسبه كرد با استفاده از اين تابع، قابليت اعتماد لامپ را در هر لحظه از زمان مي
شود  ها  كامل منجر به برآوردگرهايي مي همانطور كه ملاحظه شد، روش گشتاور  برا  داده

در . رسد  طور شهود  قابل قبول هستند و به كار بردن اين روش جندان پيچيده به نظر نميكه به
شود كه تحت وجود بعضي شرايط نظم در خانواده توزيع مورد  تر آمار ثابت مي مباحث پيشرفته

  .بررسي، اينگونه برآوردگرها دارا  خواص حد  مطلوبي هستند
 باشند، استفاده از روش گشتاور  معمولاً امكان ها  جمع آور  شده ناكامل هنگاميكه داده

توان برآورد پارامترها را به روش  ها  ساده سانسور مي باشد و تنها تحت بعضي از شيوه پذير نمي
ها بر اساس  فرض كنيد داده. كنيم در اين جا به ذكر يك مثال اكتفا مي. گشتاور  به دست آورد

 زمان شكست به دست آمده و r آزمودني، nي از يعن.  به دست آمده باشندIIسانسور نوع 
( )n r−در اين صورت ميانگين مشاهدات برابر است با،. اند تا  بقيه سانسور شده  

  

( )( ( ))
r

i r
i

t t n r t E Y
n =

 = + − + 
 
∑

1

1 )۶ . ۳                           (  
 

شود  ثابت مي. اند هايي است كه در آزمون هنوز شكست نخورده  عمر باقيمانده آنYر آن كه د
σ و µكه اگر     به ترتيب ميانگين واريانس مدل تحت بررسي باشد آنگاه،2

  

( )E Y
µ σ

µ
+

=
2 2

2 )۶ . ۴(                                                 
 

  )).۱۹۶۲(كاكس (
)برا  مثال اگر توزيع تحت بررسي نمايي  )E Y باشد آنگاه ( )E Y

λ
=

بنابراين از تساو  . 1
  :آوريم به دست مي) ۳ . ۶(
  

( )( )ˆ
r

i r
i

t t n r t
n λ=

 = + − + 
 
∑

1

1 1  
 

اگر چنين كنيم به دست . دهيم  عبارت اخير را مساو  ميانگين جامعه قرار ميدر روش گشتاور 
  آوريم، مي

  

( )( )ˆ ˆ
r

i r
i

t n r t
nλ λ=
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   خواهيم داشت،λ حل كنيم برآوردگر منطقي زير را برا  λ̂اگر اين معادله را برحسب 
  

ˆ ( )
r

i r
i

t n r t
r

TTT
r

λ
−

=

−

  
= + −  

  
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 
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1

1
1

1

)۶ . ۵                                 (  

 

  .  معرفي كرديم۴ زمان كل آزمايش است كه در فصل TTTكه در آن 
ها  طول عمر ديگر مانند توزيع  توان برا  انواع توزيع  اين روش را ميIIتحت سانسور نوع 

ئيات آن را به عنوان تمرين به دانشجويان واگذار جز. وايبل و يا گاما باشد نيز به كار برد
  . كنيم مي

)  فرض كنيد توزيع طول عمر يك قطعه دارا  توزيع نمايي ۳ . ۶مثال  )E λجهت .  باشد
tها را در زمان   نوع از آن۲۰برآورد قابليت اعتماد اين قطعه  =  و در زمان  وارد آزمايش كرده0

ها برحسب  زمان شكست اين كار افتادگي. ايم هفتمين از كار افتادگي آزمايش را خاتمه داده
  ساعت عبارتند از،

۲ ،۲۵/۳ ،۵/۴ ،۱/۵ ،۳/۹ ،۱۱ ،۱۴  
  .λمطلوبست تعيين برآورد 

با توجه به رابطه . ارد مشاهده سانسور شده وجود د۱۳ مشاهده كامل داريم و ۷  در اين جا .حل
   عبارتست از،λبرآورد ) ۵ . ۶(
  

ˆ

i
i

t t
λ

=

 
 
 = = =
 + 
 
∑

7

7
1

7 7 0 0332113
/
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  .  ساعت است۳۳بنابراين متوسط طول عمر قطعات حدود 
  
    روش ماكزيمم درستنمايي۵. ۶

و استنباط آمار  بر مبنا  ) ML(ها  قابليت اعتماد روش ماكزيمم درستنمايي  در تحليل داده
ML)  فرض كنيد توزيع يك متغير طول . كند نقش محور  ايفاء مي) حتي در آمار ناپارامتر
) دارا  تابع چگالي احتمال Tعمر  , )f t θ باشد كه در آن θ يك بردار k بعد  مجهول 
)فرض كنيد يك نمونه تصادفي از . است , )f t θ استخراج كنيم و نمونه منتج به مشاهدات 
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,مستقل  , ,nt t t2 طبق تعريف تابع ). دده ها زمان دقيق شكست را نشان ميit( شود …1
)درستنمايي كه با  )L θدهيم به صورت زير خواهد بود،  نمايش مي  

  

( ) ( , )
n

i
i

L f t
=

= ∏θ θ
1

)۶ . ۶                                           (  
 

از .  استθستنمايي تنها تابعي از پارامتر ، تابع درitتوجه داشته باشيد كه پس از مشاهده مقادير 
در اين صورت . نقطه نظر محاسباتي معمولاً بهتر است از لگاريتم تابع درستنمايي استفاده كنيم

  شود، به تساو  زير تبديل مي) ۶ . ۶(تساو  
  

[ ]( ) ln ( , )
n

i
i

l f t
=

= ∑θ θ
1

 
 

)كه در آن  ) ln ( )l L=θ θبنابر تعريف، برآوردگر ماكزيمم درستنما  .  لُگ درستنمايي است
)MLE ( پارامترθآيد كه به آن معادله درستنمايي   از حل معادلات زير به دست مي
  .گويند مي

  

( ), , , , .
j

l j k
θ
∂

=
∂

θ 1 2 …  
 

,، تابعي از θ̂ MLE θواضح است كه  , ,nt t t2 در اغلب موارد به ويژه در .  است…1
ها را با استفاده   به صورت تحليلي قابل حصول نيست و بايد آنθ̂ها  طول عمر، برآورد  آزمون

ها  موجود قابليت حل معادلات  بسيار  از نرم افزار.  عدد  محاسبه كردها  از روش
 .درستنمايي به روش عدد  را دارند

MLEها  منحصر به فرد   نه تنها از پشتوانه شهود  بسيار قو  برخوردار است، بلكه ويژگي
ها  برجسته  از جمله ويژگي. كند ميها را از ديگر برآوردگرها متمايز  ديگر  نيز دارد كه آن

MLEها عبارتند از:  
)ˆ باشد آنگاه θ̂ ،MLE θيعني اگر .  پاياستMLEبرآوردگر ) ۱ )ϕ θ، MLE ( )ϕ θ 

 پارامترها  يك توزيع طول عمر را به دست آوريم با جايگذار  در MLEبنابراين اگر . است
  . دهد  تابع قابليت اعتماد را به دست ميMLEتابع قابليت اعتماد، مقدار حاصل 

 نرمال MLEها  بزرگ، توزيع برآوردگرها   تحت بعضي شرايط نظم، برا  حجم نمونه) ۲
  . است
 در حد دارا  خاصيت بهينگي هستند، بدين معني MLEتحت شرايط نظم، برآوردگرها  ) ۳

  .باشند  تقريباً نااريب و دارا  كمترين واريانس ميMLEها  بزرگ  كه برا  حجم نمونه
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ها   ها، مانند انواع روش آور  داده ها  مختلف جمع توان برا  شيوه روش درستنمايي را مي) ۴
آور   ها  مختلف جمع توان بر اساس مكانيزم  را ميMLEلذا برآورد . سانسور به كار برد

  .  دست آوردها به داده
  
  ها  ناكامل   تابع درستنمايي بر اساس داده۱ . ۵ . ۶

  . كنيم آور  داده ارائه مي ها  مختلف جمع در ادامه تابع درستنمايي را بر اساس شيوه
  مشاهدات كامل

,در اين حالت تابع درستنمايي بر اساس مشاهدات كامل  , ,nt t t2    برابر خواهد شد با،…1
 

( ) ( , )
n

i
i

L f t
=

= ∏θ θ
1

 
 

  و در نتيجه لگ تابع درستنمايي مساو  است با،
 

[ ]( ) ln ( , )
n

i
i

l f t
=

= ∑θ θ
1

 
 

   II و Iسانسورها  نوع 
t واحد را در زمان I ،nدر سانسور نوع  =  آزمايش را Cكنيم و در زمان   وارد آزمايش مي0

,اگر . دهيم خاتمه مي , ,rt t t2  باشند و Cها  شكست دقيق واحدها قبل از زمان   زمان…1
( )n r− واحد ديگر در زمان Cابر خواهد شد با، سانسور شده باشند آنگاه تابع درستنمايي بر  
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( ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

r n

i
i i r

r
n r

i
i

L f t R C

f t R C

= = +

−

=

=

=
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∏

θ θ θ

θ θ

1 1

1

 

 

)كه در آن  , )R C θ تابع قابليت اعتماد متناظر با ( , )f t θدر اين صورت لگ .  است
  درستنمايي عبارتست از،

 

( ) ln ( , ) ( ) ln ( , )
r

i
i

l f t n r R C
=

= + −∑θ θ θ
1

 
 

 خود مقدار يك متغير تصادفي است، چرا كه rدر اينجا ذكر اين نكته ضرور  است كه مقدار 
يا ... ، ۱، ۰تواند  قبل از زمان ثابت مشخص نيست چه تعداد شكست خواهيم داشت اين مقدار مي

nتوان استدلال كرد كه توزيع  به راحتي مي.  باشدrا  خواهد بود با پارامترها    دو جملهn 
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)و  , )F t θ كه در آن ( , )F t θ تابع توزيع متناظر با ( , )f t θبايد توجه داشت كه برا  .  است
  .اهده شود، حداقل يك شكست بايد مشMLEداشتن 

 r(امين شكست r حاصل شود آنگاه آزمايش در زمان IIاگر مشاهدات بر اساس سانسور نوع 
,در اين حالت اگر  . يابد خاتمه مي) ثابت , ,rt t t2 د باشند  واحrها  شكست دقيق   زمان…1

)آنگاه با توجه به اينكه  )n r− واحد طول عمرشان بيشتر از rt است تابع درستنمايي برابر 
  خواهد شد با،

 

( )

( ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

r n

i
i i r

r
n r

i
i

L f t R C

f t R C

= = +
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=

=

=

∏ ∏
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θ θ θ

θ θ

1 1

1

)۶ . ۷                               (  

 

  ر خواهد شد باو در نتيجه لگاريتم تابع درستنمايي براب
 

( ) ln ( , ) ( ) ln ( , )
r

i
i

l f t n r R C
=

= + −∑θ θ θ
1

 
 

)توجه كنيد كه، اگر چه ظاهراً  )l θ در هر دو نوع سانسور I و II مشابه هستند اما بايد دقت 
 تصادفي است اما در r ثابت ولي مقدار Cدر اولي . ا  با هم دارند نمود كه تفاوت عمده

معمولاً در عمل استفاده از روش .  مقدار  تصادفي استrt ثابت و زمان rدومي مقدار 
  . تر  است ها  توزيعي ساده  ترجيح دارد چرا كه دارا  ويژگيI بر سانسور نوع IIسانسور نوع 

 

  )ا  سانسور فاصله(ي ها  گروه داده
شوند به دلايل مختلف مثلاً  گاهي اوقات واحدها  مورد بررسي، هنگاميكه وارد آزمايش مي

بلكه .گيرند ها  تكنيكي و اقتصاد  به صورت پيوسته مورد بازرسي قرار نمي محدوديت
ها  از قبل  ش كرده و در زمان واحد را وارد آزمايnشود كه  آزمايش بدين صورت انجام مي

هايي كه بدين  داده. كنيم ها را مورد بازرسي قرار داده و مقدار شكست را ثبت مي تعيين شده آن
تر، فرض كنيد در زمان  به عبارت دقيق. ها  گروهي گويند آيد را داده مي صورت به دست 

t =0 0 ،nها   د را وارد آزمايش كنيم و در زمان واحit ،, , ,i k= 1 2 ، واحدها را مورد …
)ها به صورت  در اين حالت فاصله زماني بين بازرسي. دهيم بازرسي قرار مي , ]t t0 1 ،( , ]t t1 2 ،

... ،( , ]k kt t−1 اگر . خواهد بودirها در زمان   تعداد شكستitباشد آنگاه  ir n≤    و 0≥
k

i
i

r n
=

=∑
1

)  شكست در فاصلهirبا اين فرضيات، با توجه به اين كه احتمال .  , ]i it t−1 برابر 
)اســـت با  )( , ) ( , ) ir

i iF t F t −−θ θ1،تابع درستنمايي به صورت زير خواهد بود   
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( )( ) ( , ) ( , ) i
k

r
i i

i

L F t F t −
=

= −∏θ θ θ1
1

 
 

  و در نتيجه تابع لگ درستنمايي عبارتست از،
 

( )( ) ln ( , ) ( , )
k

i i i
i

l r F t F t −
=

= −∑θ θ θ1
1

)۶ . ۸                          (  
 

ام فرض كنيم iاگر در زمان بازرسي . ها  زماني بازرسي يكسان هستند عمل فاصلهمعمولاً در 
im واحد را از آزمايش خارج كنيم آنگاه زمان it در واقع زمان سانسور im واحد  هستند 

تعداد كل واحدها  سانسور شده برابر است با . اند بدون شكست از آزمايش خارج شدهكه 
k k

i i
i i

m n r
= =

= −∑ ∑
1 1

  در اين حالت تابع درستنمايي برابر خواهد شد با،. 
 

( ) ( )( ) ln ( , ) ( , ) ln ( , )
m m

i i i i i
i i

l r F t F t m F t−
= =

= − + −∑ ∑θ θ θ θ1
1 1

1  
 

imافتد كه  يك حالت خاص مهم زماني اتفاق مي = 0 ،, , ,i k= −0 1 km و …1 ≥ در اين . 1
)ها در فاصله  توان شكست  را ميkmحالت  , )kt را ) ۸ . ۶( در نظر گرفت و تابع درستنمايي ∞

 كه زمان واقعي شكست ها گروهي سر و كار داريم، با توجه به اين هنگاميكه، با داده. به كار برد
)در فاصله  , ]i it t−1اگر . منديم زمان شكست را در اين فاصله تقريب بزنيم  نامعلوم است، علاقه

)فرض كنيم كه واحدها  شكست خورده در فاصله  , ]i it t−1 به صورت يكنواخت در هر لحظه 
امين واحد jآنگاه زمان تقريبي شكست اند  از زمان در اين فاصله شكست خورده

, , , ij r= 1 2   زنيم، ام به صورت زير تقريب ميi در فاصله …
 

, , , ,i i
j i

i

t t
t t j i k

r
−

−

−
= + =

+
1

1 1 21 …  
 

و  با اگر تنها يك شكست در هر فاصله اتفاق بيافتد، آنگاه زمان شكست تقريبي آن مسا
  . ميانگين طول فاصله است

  
  ها  اطمينان تقريبي   فاصله۶. ۶

ها مانند توزيع نرمال و توزيع  توان برا  پارامترها  بعضي از توزيع فاصله اطمينان دقيق را مي
ها مانند توزيع وايبل جهت تعيين فاصله اطمينان برا   در بسيار  از توزيع. نمايي تعيين نمود
  .د از فواصل اطمينان تقريبي استفاده كردپارامترها  آن باي
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گير ،  ها  نمونه توان، تحت انواع شيوه  چگونه ميMLدر بخش قبل ديديم كه با روش 
اشاره كرديم كه برآوردگرها  حاصل از . پارامترها  مجهول يك مدل آمار  را برآورد كرد

) ها  بزرگ يعني برا  حجم نمونه(  اين خاصيت هستند كه به طور مجانبي  داراMLروش 
ها  اطمينان تقريبي  كنيم و فاصله از اين واقعيت استفاده مي. دارا  توزيع تقريبي نرمال هستند

  . كنيم برا  پارامترها  مجهول توزيع را ارائه مي
 β و αها را به  ر دارد كه آنكنيم كه مدل تحت بررسي حداكثر دو پارامت در ادامه فرض مي

)كنيم تابع چگالي مورد نظر  يعني فرض مي. دهيم نمايش مي , , )f x α βاگر .  باشدα̂ و β̂ به 
 به β و α باشند برا  تشكيل فاصله اطمينان تقريبي برا  β و ML ،αترتيب برآوردها  

  .دهيم صورت مراحل زير انجام مي
)يي تابع درستنمايي را تشكيل داده و لگ درستنما) ۱ , )l α βآوريم  را به دست مي.  
  .آوريم  به دست ميβ و αمشتقات مرتبه دوم تابع درستنمايي را برحسب ) ۲
ماتريس متقارن زير را تشكيل دهيم كه در آن عناصر ماتريس مشتقات جزئي مرتبه دوم لگ ) ۳

  نمايي با علامت منفي هستند،درست
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)در مباحث استنباط آمار ، اميد رياضي ماتريس  , )α βIبه ماتريس اطلاع فيشر معروف است .  
)ماتريس ) ۴ , )α βI  را به ازا α̂ و β̂كنيم و حاصل را   محاسبه ميÎماتريس . ناميم  ميÎ 

  .گويند را ماتريس اطلاع موضعي مي
 نمايش Σ̂اگر اين معكوس را با . آوريم  را به دست ميÎمعكوس ماتريس اطلاع موضعي ) ۵

   به شكل زير خواهد بود،Σ̂دهيم آنگاه 
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α α β

α β β

 
=  

  
Σ  

 

)ˆˆ MLكواريانس برآوردگر - برآورد ماتريس واريانسΣ̂در واقع  , )α βكند كه   را ارئه مي
  .  قرار داردβ̂ و α̂و  قطر اصلي آن برآورد واريانس هر يك از ر

ˆحال با داشتن  ˆ( )V α و ˆ ˆ( )V β  قادر خواهيم بود يك فاصله اطمينان تقريبي برا α̂ و β̂ به 
  . كنيم ها  زير استفاده مي بدين منظور از تقريب. دست آوريم
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ˆˆ ˆ( , ( ))N Vα α α∼  

 

ˆˆ ˆ( , ( ))N Vβ β β∼  
 

>αبنابراين به ازا   <0 )، فاصله اطمينان 1 )α−100  به ترتيب عبارت است β و α برا  1%
  از،

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) , ( )z V z Vα αα α α α
 

− + 
 2 2

 

  و
 

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) , ( )z V z Vα αβ β β β
 

− + 
 2 2

 
 

zαكه در آن  2
) مقدار  است كه  )P Z zα

α> =
2 اندارد  متغير نرمال استZ، فرض كنيد 2

منديم فاصله  گاهي اوقات، علاوه بر تعيين فاصله اطمينان برا  پارامترها  توزيع، علاقه. است
)اطمينان برا  توابعي از  , )α β=θها و ديگر   مانند قابليت اعتماد، تابع نرخ خطر، صدك

)فرض كنيد . ها  توزيع به دست آوريم شاخص )g g= θ تابعي از θآنگاه اگر .  باشدα̂ و 
β̂  برآوردها ML α و β ،باشند ˆˆ ( )g g= θ برآورد ML gدر متون .  است

، به عنوان يك متغير تصادفي، دارا  ĝشود كه  تر از روش بسط تيلور نشان داده مي پيشرفته
   و واريانس تقريبي زير است،gميانگين تقريبي 
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gكه در آن 
α

∂
∂

g و 
β

∂
∂

 β̂ و α̂اگر همبستگي بين . شوند  محاسبه ميβ̂ و α̂ به ترتيب در 
با اين توضيحات يك فاصله اطمينان تقريبي برا  . توان صرفنظر كرد عبارت دوم ميكم باشد از 

gآيد  به صورت زير به دست مي .  
 

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) , ( )g z V g g z V gα α

 
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 2 2
)۶ . ۹                                   (  
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تر در توزيع وجود داشته باشد، به لازم است به اين نكته اشاره كنيم كه اگر بيش از دو پارام
  .راحتي روش فوق برا  تعيين فاصله اطمينان تقريبي برا  پارامترها قابل تعميم است

 تابعي gشويم كه اگر  قبل از آن كه اين بخش را به پايان برسانيم اين نكته را نيز متذكر مي
، بهتر است از اين تقريب استفاده gله اطمينان برا  مثبت باشد گاهي اوقات برا  تعيين فاص

lnˆكنيم كه  g دارا  توزيع تقريبي نرمال با ميانگين ln g و واريانس تقريبي ˆ( )
ˆ

V g
g

 
 
 

21 
 به صورت زير gآنگاه فاصله اطمينان تقريبي برا  اگر از اين واقعيت استفاده كنيم . است

  . خواهد بود
 

ˆ ˆˆ ˆ( ( )) ( ( ))
ˆ ˆ( ) ( )ˆ ˆ( ) , ( )

V g V g
z z

g gg e g e
α α− 

 
  
 

θ θ
θ θθ θ2 2 )۶ . ۱۰                        (  

 

)معمولاً تقريب بهتر  برا  ) ۱۰ . ۶(فاصله اطمينان  )g θ كند ارائه مي) ۹ . ۶( نسبت به فاصله .
ممكن است منفي باشد در ) ۹ . ۶( مثبت است كران پايين فاصله gكه  علاوه بر آن هنگامي

  .افتد نمي) ۱۰ . ۶(صورتيكه اين اتفاق برا  فاصله 
  
    استنباط در مورد توزيع نمايي۷. ۶

ها، برا   آور  داده ها  مختلف جمع ايم روش درستنمايي ماكزيمم را، تحت شيوه اكنون آماده
 دارا  توزيع Tكنيم كه متغير تصادفي  خاطر نشان مي. برآورد در توزيع نمايي به كار بريم

)نمايي  )E λ با پارامتر λ،است اگر تابع چگالي آن به صورت زير باشد   
  

( , ) , , .tf t e tλλ λ λ−= > >0 0  
 

  . دهد  مقدار نرخ خطر را نشان ميλدر اينجا 
 

  ها  كامل برآورد تحت داده
,اگر  , ,nt t t2 ) مقادير مشاهده شده يك نمونه تصادفي از توزيع نمايي …1 )E λ باشد آنگاه 

  لگ درستنمايي برابر است با،
  

( ) ln
n

i
i

l n tλ λ λ
=

= − ∑
1

 
 

)به راحتي از معاده  )l λ
λ

∂
∂

   برابر است با،MLE λشود كه برآوردگر   نتيجه مي
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= =

∑
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θ ميانگين جامعه MLEبنابراين 
λ

=
ˆ برابر خواهد شد با 1

ˆ tθ
λ

= =
همچنين برآورد . 1

MLE تابع قابليت اعتماد در يك زمان مفروض t0،برابر است با   
  

ˆˆ ( ) tR t e λ−= 0
0  

 

)له اطمينان دقيق  ديديم فاص۲  . ۶همانطور كه در بخش  )α−100  برا  پارامتر توزيع نمايي 1%
( )E λ،برابر است با   

  
  

, ,
,ˆ ˆ

n n

n n

α αχ χ

θ θ

−
 
 
 
 
 

2 2
2 2 12 2

2 2
 

 

  . ميانگين نمونه استθ̂كه در آن 
  آيد، دست مي به صورت زير به λ̂برآورد واريانس 

  

ˆ

( )ˆ ˆ( )

ˆ

l
V

n

λ λ

λ
λ

λ

λ

−

=

 ∂
= −  ∂ 

=

12

2
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)بنابراين فاصله اطمينان تقريبي  )α−100    عبارت است از،λ برا  1%
  

ˆ ˆˆ ˆ,z z
n n

α α
λ λ

λ λ
 

− +  
 2 2

)۶ . ۱۱                              (  
 

ها دارا   رف معتقد است كه محصولات آن  توليد كننده يك نوع لامپ كم مص۴ . ۶مثال 
)توزيع نمايي  )E λشوند قرار   كه محصولات دچار سالخوردگي نمي  است و با توجه به اين

ها  تايي از لامپ۲۰مهندسين شركت يك نمونه . ها را گارنتي نمايند است برا  مدت معيني آن
ها  مورد آزمايش قرار  توسط طول عمر و ساير شاخصها جهت برآورد م را انتخاب كرده و آن



  هاي استنباط پارامتري در قابلیت اعتماد روش
  

۱۳۸

ها را تحت شرايط شتابنده قرار  شود كه آن معمولاً آزمايش بدين صورت انجام مي. دهند مي
 مورد استفاده قرار ۲۲۰بدين معني كه اگر لامپ قرار است در شرايط محيطي با ولتاژ . دهند مي

اين امر باعث . دهند  بالاتر مورد آزمايش قرار ميها را در شرايط آزمايشگاهي با ولتاژ گيرد آن
تر حاصل  ها  لازم سريع ها تحت اين شرايط كمتر شده و داده شود كه طول عمر لامپ مي

سپس با استفاده از يك تابع مناسب نتايج به دست آمده را به شرايط طبيعي تبديل . شوند
ها  به دست آمده از  فرض كنيد داده. معروف است" ها  شتابنده آزمون"اين روش به . كنند مي

 باشد كه پس از تبديل نتايج آزمايشگاه به ۳ . ۶ لامپ برحسب ماه به صورت جدول ۱۵آزمايش 
  . اند دست آمده

  
  

  ها برحسب ماه   طول عمر لامپ۳ . ۶جدول 

it  i  it  i  
۲۹ ۹ ۲  ۱  
۴۰ ۱۰ ۳  ۲  
۴۵  ۱۱  ۴  ۳  
۵۵  ۱۲  ۷  ۴  
۶۷  ۱۳  ۱۱  ۵  
۷۶  ۱۴  ۱۷ ۶ 
۹۴  ۱۵  ۱۸ ۷ 
    ۲۱ ۸ 

  
 :، برابر استλ̂ پارامتر توزيع نمايي، MLEدهد كه برآورد  يك بررسي ساده نشان مي

  

ˆ
( )n
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n
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= =
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=
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20
2 3 94

0 031
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  :، مساو  استθ̂ها  توليد ،   ميانگين طول عمر لامپMLEبنابراين برآورد 
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۱۳۹

θ̂ = =
1 32 60 031 // )برحسب ماه(  

 

nبا توجه به اين كه . شود به صورت زير حاصل مي% ۹۵فاصله اطمينان دقيق با ضريب  = ، از 15
χجدول توزيع  χ,، داريم 2 =2

30 0 025 16 8/ χ, و / =2
30 0 975 در نتيجه كران پايين و بالا  . /47

  فاصله اطمينان به ترتيب برابرند با،
 

,

ˆn

χ

θ
=

=

2
30 0 025 16 8

30 32 62
0 017

/ /
* /

/
 

 

 و
 

,

ˆn

χ

θ
=

=

2
30 0 975 47

30 32 62
0 048

/

* /
/

 

 

با ). ۰۱۷/۰ , ۰۴۸/۰(، برابر است با λ ها، برا  نرخ خطر لامپ% ۹۵براين فاصله اطمينان بنا
ها برحسب ماه  برا  ميانگين طول عمر لامپ% ۹۵معكوس كردن اين فاصله، يك بازه اطمينان 

) ۱۰. ۶( از λا  فاصله اطمينان تقريبي بر). ۸۳/۲۰ , ۸/۵۸(شود كه عبارت است از  حاصل مي
  ).۰۱۵/۰ , ۰۴۳/۰(برابر خواهد شد با 

ها را در هر نقطه از زمان محاسبه  توان قابليت اعتماد لامپ ، ميλ̂با داشتن برآورد نرخ خطر، 
   ماه عبارت است از،۲۵برا  مثال، قابليت اعتماد در زمان . كرد

 

ˆ ( )R e−=
=

0 031 2525
0 46

/ *

/
 

 

  ها  سانسور شده برآورد تحت داده
) واحد، از توزيع نمايي nفرض كنيد  )E λآزمايش را پس از . كنيم ، را وارد آزمايش مي

r امين شكست( )r n≤سانسور نوع (هيم د  خاتمه ميII .( در اين صورت( )n r− واحد از 
  ) ۷ . ۶(در اين صورت تابع درستنمايي از رابطه . آزمودني سانسور خواهند شد
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,كه در آن  , ,rt t t2 لگ .  از كارافتادگي اول هستندr مقادير مرتب شده زمان شكست …1
  درستنمايي برابر است با،

 

( ) ln ln ( )
r

i r
i

l r t n r tλ λ λ
=

 = − + − 
 
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)با استفاده از  )l λ برآوردگر ،MLE λبرابر خواهد شد با   
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  كه در آن،
 

( ) ( )( )
r r

i r i i
i i

t n r t n i T T

TTT

−
= =

+ − = − + −

=

∑ ∑ 1
1 1

1  
 

,، iTكه در آن  , ,i r= 1 2  زمان TTTدهد و  ، مقادير مرتب شده زمان شكست را نشان مي…
) دارا  توزيع گاما TTTهمانطور كه ديديم، . باشد كل آزمايش مي , )G r rλباشد  مي .

   عبارت است از،λبنابراين يك فاصله اطمينان دقيق برا  
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ˆكه در آن، ( )
r

i r
i

t n r t
r

θ
=

= + −∑
1

 متوسط طول عمر توزيع است و فاصله MLE برآورد 1
   به صورت زير است،λيبي برا  اطمينان تقر
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) استخراج شده باشند آنگاه Iها از طرح سانسور نوع  اگر داده )l λ،برابر خواهد شد با   
 

( ) ln ln ( )
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l r t n r Cλ λ λ
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 = − + − 
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∑
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 IIدر اين حالت، مشابه سانسور نوع .  استCها قبل از زمان ثابت  داد شكست تعrكه در آن 
   برابر خواهد شد با،MLEبرآوردگر 
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، وجود II، مشابه سانسور نوع λاما بايد توجه داشت كه در اينجا، فاصله اطمينان دقيق برا  
) نيز تصادفي است، توزيع rندارد زيرا با توجه به اين كه مقدار  )

r

i
i

t n r C
=

+ −∑
1

 توزيع 
 استفاده λا   بنابراين بايد از فاصله اطمينان تقريبي برا  برآورد فاصله. ا  نيست شناخته شده

  .كرد
 به طور 40ْ  يك قطعه الكتريكي جهت كاركرد صحيح لازم است كه در دما  ۵ . ۶مثال 

از اين نوع قطعه، جهت تحقيق در مورد چگونگي كاركرد، . كند  ساعت كار مي۱۵۰۰۰متوسط 
ها را در   به دست آوريم آن عدد را وارد آزمايش كرده و برا  اينكه زمان شكست را زودتر۱۵

 باشد و λفرض كنيد توزيع طول عمر قطعات نمايي با پارامتر . دهيم  قرار مي125ْزمان شتابنده 
امين ۹اگر آزمايش را در زمان .  است۷/۲۲، 125ْ و 40ْفاكتور تبديل شتابنده بين دو دما  

 شكست خاتمه داده و نتايج زير حاصل شده باشد،
, , , , , , , ,88 105 141 344 430 516 937 1057 1100  

  توان ادعا كرد كه قطعات كاركرد صحيح دارند؟ مي% ۹۵آيا با اطمينان 
n  در اينجا .حل = r و 15 =    عبارت است از،MLE λوردگر بنابراين برآ. 9

  



  هاي استنباط پارامتري در قابلیت اعتماد روش
  

۱۴۲

ˆ

( )

i
i

t t
λ

=

−

′ =
+

=
+ + + +

=

∑
9

9
1

4

9
6

9
88 105 1100 6 1100

7 95 10
L

*

*
/ *

 

 

   مساو  است،125ْبنابراين برآورد متوسط طول عمر قطعات در دما  
  

ˆ
ˆθ

λ
′ = =

′
1  ساعت1257

 

 طول عمر قطعات دارا  كران پايين اطمينان دقيق برا  متوسط% ۹۵فاصله اطمينان 

,

ˆˆ
L

r

r
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θ
θ

χ −

′
=

2

2
2 1

 و كران بالا  اطمينان 2
,

ˆ
Û

r

r

α

θ
θ

χ
′

=
2

2
2

در اين مثال با توجه به اين كه .  است2

r = α و 9 = 0    از نتايج فوق داريم/1
  

ˆ
Lθ ′ = =

2 9 1257 782 928 9
* * //  ساعت

 

Ûθ ′ = =
2 9 1257 24099 39

* *
/  ساعت

 

   برابر خواهند شد با،40ْها  پايين و بالا  متوسط كاركرد قطعات در دما   بنابراين كران
  

ˆ
Lθ = =782 9 22 7 17771 8/ * / /  ساعت

 

Ûθ = =2409 22 7 54684 3* / /  ساعت
 

ادعا % ۹۰توان با اطمينان   بيشتر است، مي۱۵۰۰۰از % ۹۰در نتيجه چون كران پايين فاصله اطمينان 
  .كرد كه قطعات كاركرد صحيح دارند

   ساعت كاركرد برابر است با،۱۵۰۰۰قابليت اعتماد قطعات در 
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53−كه در آن  5 10/    . است40ْ مقدار نرخ خطر در دما  *
  

  ها  گروهي برآورد تحت داده
)ها به صورت  اگر فاصله زماني بين بازرسي , ]t t0 1 ،( , ]t t1 2 ،... ،( , ]k kt t−1 باشد آنگاه تابع 

  لگ درستنمايي، با فرض اين كه توزيع تحت بررسي نمايي باشد، به صورت زير خواهد بود،
 

( ) ( )( ) ln i i

n
t t

i
i

l r e eλ λλ −− −

=

 = − ∑ 1

1
 

 

)معادله درستنمايي  )lλ λ∂
دهد و بايد آن   به دست نميλ در اينجا يك جواب بسته برحسب ∂
ها  متداول در پيدا كردن ماكزيمم توابعي مانند  يكي از روش. را به روش عدد  حل كرد

( )l λهمچنين اغلب نرم افزارها  آمار  دارا  . رافسون است- استفاده از الگوريتم نيوتن
)امكاناتي هستند كه ماكزيمم توابعي مانند  )l λكنند  را محاسبه مي .  

)در حالتي كه در فاصله  , ]i it t−1 ،imآنگاه لگاريتم تابع .  سانسور شوند واحد از راست
  درستنمايي برابر خواهد شد با،

 

( ) ln i i

n n
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فاصله . ها  عدد  استفاده كرد  بايد از روشMLE λدر اينجا نيز برا  تعيين برآورد 
  .  در اين حالت وجود ندارد و بايد از فواصل اطمينان تقريبي استفاده كردλاطمينان دقيق برا  

  
    استنباط در مورد توزيع وايبل۸. ۶

آور   ها  مختلف جمع  در توابع وايبل تحت روشMLEدر اين بخش در مورد برآورد 
 باشد، چگالي احتمال وايبل به صورت زير ميكنيم كه تابع  خاطر نشان مي. كنيم ها بحث مي داده

 

( )( , , ) ,tf t t e t
ββ β λλ β βλ − −= >1 0 

 

λكه در آن  > β پارامتر مقياس و 0   .باشد  پارامتر شكل توزيع مي0<
  

  ها  كامل برآورد تحت داده
tايبل را در زمان  واحد با توزيع وnفرض كنيد  = ,كنيم، اگر   وارد آزمايش مي0 , ,nt t t2 1… 
  ها  مرتب شده باشند آنگاه لگ درستنمايي برابر خواهد شد با، زمان شكست
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ها   توان به فرم بسته پيدا كرد و لذا بايد از روش  را نميβ و MLE λبرآوردگرها  
)تابع . عدد  بهره جست , )l λ βتوان مستقيماً با استفاده از نرم افزارها  آمار  ماكزيمم   را مي
  . را از معادلات زير به روش تكرار  به دست آوردβ  وλتوان برآورد  ساز  كرد يا مي
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  دهد، معادله اول نتيجه مي
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   جايگذار  كنيم آنگاه،λمعادله دوم به جا  اگر اين مقدار در 
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معمولاً اين معادله دارا  يك جواب منحصر به . معادله اخير بايد از طريق عدد  محاسبه شود
  داريم،) ۱۳ . ۶(از معادله .  خواهد شدβ̂ يعني MLE βفرد  است كه مساو  
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βتوان به روش تكرار  با يك نقطه شروع مثلاً  اين معادله را مي =0 1  
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. آيد ، به دست ميMLE λ ،λ̂قرار دهيم برآورد ) ۱۲ . ۶(اب معادله را در معادله اگر جو
  .معمولاً اگر تعداد مشاهدات كم باشد برآوردگرهايي به دست آورد بسيار اريب خواهند بود

ها  مختلف،  توان كميت ديگر مانند قابليت اعتماد، صدك  ميβ̂ و λ̂يعني از محاسبه 
  . ميانگين و واريانس مدل و غيره را محاسبه كرد

  ، از به صورت زير خواهد بودβ و λفاصله اطمينان تقريبي برا  
 

ˆˆ ˆ( , ) ( )L U z Vαλ λ λ λ= ±
2

 
 

ˆˆ ˆ( , ) ( )L U z Vαβ β β β= ±
2

 
 

  .و يا با تقريبي بهتر به صورت زير خواهد بود
 

ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )
ˆ ˆˆ ˆ( , ) ,

V V
z z

L U e e
α α

λ λ

λ λλ λ λ λ
− 

 =   
 

2 2  

 

ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )
ˆ ˆˆ ˆ( , ) ,

V V
z z

L U e e
α α

β β

β ββ β β β
− 

 =   
 

2 2  

 

ˆيك تقريب ساده برا   ˆ( )V λ و ˆ ˆ( )V β آيد دست مي از روابط زير به .  
 

ˆˆ ˆ( ) ˆV
n

λ
λ

β
≅

2

2
1 1087/ )۶ . ۱۴                                           (  
 

ˆˆ ˆ( )V
n

β
β ≅

20 6079/ )۶  .  ۱۵                                          (  
 

با قرار دادن ) ۱۰  . ۶(فاصله اطمينان تقريبي برا  قابليت اعتماد، در هر لحظه از زمان، با استفاده از 
( , , )g R t λ β=شود  حاصل مي .  
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n طول عمر ۴  . ۶ها  جدول    فرض كنيد داده۶  . ۶مثال  =  قطعه الكتريكي برحسب ساعت 20
با فرض اينكه طول عمر قطعات دارا  . اند باشند كه از يك روش آزمون شتابنده به دست آمده

)توزيع  , )W λ β،باشد   
  .پارامترها  توزيع را برآورد كنيد) الف
tقابليت اعتماد قطعات در زمان ) ب =    چقدر است؟90

  ها  طول عمر قطعات الكتريكي   داده۴ . ۶جدول 

it  i  it  i  it  i  it  i  
۱۳۹  ۱۶  ۸۷  ۱۱  ۵۸  ۶  ۲۵  ۱  
۱۵۷  ۱۷  ۹۳  ۱۲  ۶۳  ۷  ۲۸  ۲  
۱۶۸  ۱۸  ۱۱۱  ۱۳  ۶۴  ۸  ۲۹  ۳  
۱۸۹  ۱۹  ۱۲۶  ۱۴  ۶۴  ۹  ۴۴  ۴  
۲۱۲  ۲۰  ۱۳۶  ۱۵  ۷۶  ۱۰  ۵۷  ۵  

  
β اگر از نقطه )الف. حل =0 β̂ شروع كنيم، پس از چند مرحله تكرار به حل 1 = 1 876/ 
ابر خواهد شد با  برMLE ،λقرار دهيم برآورد ) ۱۲ . ۶(اگر اين مقدار را در معادله . رسيم مي

λ = 0 0009/.  
از روابط . آوريم  را به دست ميβ و λا  تقريبي برا   با استفاده از مقادير فوق برآورد فاصله

  به ترتيب داريم،) ۱۵ . ۶(و ) ۱۴ . ۶(
 

ˆ ˆ( )V λ −≅ 81 276 10/ *  
 

ˆ ˆ( )V β ≅ 0 107/  
 

   برابر خواهد شد با،λبرا  % ۹۰بنابراين فاصله اطمينان تقريبي 
 

( , )− −3 38 994 10 9 365 10/ * / *  
 

   برابر است با،βو فاصله اطمينان تقريبي برا  
 

( , )1 339 2 414/ /  
 

t قطعه در زمان  قابليت اعتماد)ب =    ساعت برابر است با،90
 



 استنباط در مورد توزیع وایبل
 

۱۴۷
( )( )R e−=
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1 8760 009 9090
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  ها  سانسور شده برآورد تحت داده
) واحد از توزيع nفرض كنيد  , )W λ β را در زمان t = و بعد از  وارد آزمايش كنيم 0

) شكست rمشاهده  )r n≤سانسور نوع (دهيم،   آزمايش را خاتمه ميII .( از, , ,rt t t2 1… 
ز  مشاهده اول باشند آنگاه بقيه مشاهدات سانسور شده دارا  طول عمر بيشتر اrزمان شكست 

rt،هستند و لذا تابع لگ درستنمايي برابر است با   
 

( , ) ln ln ( ) ln ( ) ( )( )
r

i i r
i

L t t n r tβ βλ β β β λ β λ λ
=

 = + + − − − − ∑
1

1  
 

 را β و MLE λتوان با استفاده از نرم افزار ماكزيمم كرد و برآوردها   اين تابع را مي
توان معادلات درستنمايي را تشكيل داده و برآوردها  درستنمايي را  همچنين مي. تعيين نمود
  .آيند  از معادلات زير به دست ميβ و MLE λاگر چنين كنيم، برآوردها  . محاسبه كرد
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, است مشاهدات n تا ۱ها از  هايي كه انديس آن كه در اينجا در مجموع ,n rt t   مساو …1+
rtواضح است كه اگر .  هستندr n= آنگاه معادلات فوق به معادلات درستنمايي در حالت 

ها  ه داده مشابه حالتي است كβ و λتعيين فاصله اطمينان برا  . شوند ها  كامل تبديل مي داده
  . ها به كار برد توان آن  ميβ و λاند و پس از برآورد  كامل

توان  ، ميII، به طور مشابه با سانسور نوع . به دست آمده باشندIها از سانسور نوع  اگر داده
 از معادلات β و MLE λبرآورد  در اين حالت نيز . معادلات درستنمايي را به دست آورد

هايي كه در اين معادلات كه  آيند با اين تفاوت كه در مجموع به دست مي) ۱۷ . ۶(و ) ۱۶ . ۶(
,د به جا  مقادير كند، باي  تغيير ميn تا ۱ها از  انديس آن ,n rt t  كه مقادير سانسور …1+

  . را قرار داد) Iيعني زمان سانسور در سانسور نوع  (Cهستند، مقدار ثابت 
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)  فرض كنيد توزيع طول عمر يك نوع خازن دارا  توزيع ۷ . ۶مثال  , )W λ βنوع ۲۵.  است 
فرض كنيد آزمايش در . دهيم ها را برا  برآورد پارامترها مورد آزمايش قرار مي ز اين خازنا

tزمان  = ها  شكست  اگر زمان. دهيم  شروع و پس از دهمين شكست آزمايش را خاتمه مي0
  برحسب ساعت به صورت زير باشد

۵/۳۱۰ ،۸/۳۰۹ ،۱/۳۰۵ ،۲/۳۰۴ ،۸/۲۷۲ ،۴/۲۶۴ ،۸/۱۸۷ ،۴/۱۲۹ ،۷/۵۲ ،۷/۰  
برا  % ۹۵ها  اطمينان تقريبي   برآورد كنيد و فاصلهML را به روش β و λپارامترها  

  . ها ارائه دهيد آن
    .حل

  
  ها  گروهي برآورد تحت داده

t واحد را در زمان nفرض كنيد در اينجا نيز  = كنيم، اگر فاصله زماني بين   وارد آزمايش مي0
)ها به صورت  بازرسي , ]t t0 1 ،( , ]t t1 2 ،... ،( , ]k kt t−1 باشد و irها در بازه  د شكست تعداi ام

 ،, , ,i k= 1 2   ، آنگاه لگ تابع درستنمايي برابر است با،…
 

( ) ( )( , ) ln i i

k
t t

i
i

l r e e
β βλ λλ β −− −

=

 = − ∑ 1

1
 

 

ا  دارد و لذا نبايد انتظار  شود تابع درستنمايي در اينجا فرم پيچيده همانطور كه ملاحظه مي
بنابراين .  شوندβ و λا  برا   ها  بسته ايي منجر به جوابداشت كه معادلات درستنم

.  بايد از طريق عدد  و با استفاده از نرم افزارها  موجود محاسبه شوندMLEبرآوردها  
ها  بازرسي وجود داشته باشند آنگاه تابع  هها  سانسور شده از راست در باز درحالتي كه داده

  درستنمايي برابر خواهد شد با،
 

( ) ( )( , ) ln ( )i i

k k
t t

i i i
i i

l r e e m t
β βλ λ βλ β λ−− −

= =

 = − − ∑ ∑1

1 1
 

 

  . ام استiها  سانسور شده در بازه   تعداد دادهimكه در آن 
هايي كه برا   توان با استفاده از روش  را ميβ و λها  اطمينان تقريبي برا  پارامترها   فاصله
  .ها  كامل بيان كرديم به دست آورد داده
ا  در جعبه دنده نوعي اتومبيل تحت   واحد از نقطه۱۲ا  به حجم    فرض كنيد نمونه۸ . ۶ثال م

 چرخه كاركرد مورد ۲۰۰۰۰ قطعات در فواصل .يك فشار معين مورد آزمايش قرار گرفته است
آزمايش . شوند گيرند و در هر فاصله قطعات از كار افتاده از آزمايش خارج مي بازرسي قرار مي

ها  زماني حاصل از آزمايش و نتايج  بازه. رسد پس از انجام يك مقدار معين چرخه به اتمام مي



 استنباط در مورد توزیع وایبل
 

۱۴۹

ين كه طول عمر قطعات دارا  توزيع با فرض ا.  قرار گرفته است۵ . ۶مربوطه در جدول 
( , )W λ β باشد، برآوردگر MLE  پارامترها λ و βرا به دست آوريد .  

  ها  طول عمر قطعات جعبه دنده   داده۵ . ۶جدول 

  احدو  طول عمر  واحد  طول عمر
]      ۴/۶ ‚ ۲/۶( ۷  ∗] ۶/۲ ‚ ۴/۲(  ۱  
]      ۸/۷ ‚ ۶/۷( ۸  ∗] ۴/۳ ‚ ۲/۳(  ۲  
]      ۶/۸ ‚ ۴/۸( ۹  ]     ۰/۴ ‚ ۸/۳(  ۳  
]     ۶/۸ ‚ ۴/۸( ۱۰  ]     ۴/۴ ‚ ۲/۴(  ۴  

∗] ∞ ‚ ۸/۸( ۱۱  ]     ۲/۵ ‚ ۰/۵(  ۵  
∗] ∞ ‚ ۸/۸(  ۱۲  ]     ۲/۵ ‚ ۰/۵( ۶  

  . اند ها سانسور شده  در اين فواصل داده∗
بنابراين . اند  سانسور شده در طول فواصل بازرسي۱۲ و ۱۱، ۲، ۱  در اينجا واحدها  شماره .حل
اگر . اند  واحد سانسور شده۴اند و  ها  بازرسي مربوط مربوطه شكست خورده  واحد در بازه۸

β̂ معادله درستنمايي را تشكيل با استفاده از يكي از نرم افزارها  موجود = 2  و /59
λ̂ = 0   . آيد  به دست مي/139

  
  ها  نرمال و لگ نرمال   استنباط در مورد توزيع۹ . ۶

 پارامترها  توزيع نرمال و لگ نرمال را مورد بررسي قرار MLEدر اين بخش برآورد 
 در مورد پارامترها  توزيع لگ نرمال فقط كافي است، MLبرا  استنباط به روش . دهيم مي

همانطور كه در فصل پنجم ديديم، اگر متغير .  استنباط در مورد توزيع نرمال را بدانيمها  روش
σ و µ دارا  توزيع لگ نرمال با پارامترها  Tتصادفي  يع  دارا  توزlogT باشد آنگاه 2

  نرمال با تابع چگالي احتمال زير است،
 

( )

( , , )
t

f t e
µ

σµ σ
σ π

−
−

=
2

22 21
2

 
 

σ و µها لگاريتم گرفته و برآورد  ها دارا  توزيع لگ نرمال باشند ابتدا از آن پس اگر داده 2 
ه تنها معادلات درستنمايي را برا  توزيع نرمال بنابراين در ادام. دهيم را از توزيع نرمال انجام مي

  . دهيم ها  مختلف تشكيل مي در حالت
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  ها  كامل برآورد تحت داده
,اگر  , ,nt t t2 ) مشاهدات يك نمونه كامل از توزيع …1 , )N µ σ  باشد آنگاه لگاريتم تابع 2

  درستنمايي برابر است با،
 

( )( , ) ln ln
n

i

i

t
l

µ
µ σ π σ

σ=

 −
= − − − 

 
∑

2

2
1

1 22 2  
 

 مشتق بگيريم و مساو  صفر قرار دهيم، برآوردگرها  σ و µاگر از معادله فوق برحسب 
σ و µدرستنمايي ماكزيمم     به ترتيب برابر خواهند شد با،2
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1

1  
 

  و
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σ µ
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ML σ̂كنيم كه برآوردگر  خاطر نشان مي σ برا  2    نااريب نيست و برآورد نااريب آن،2
 

ˆ( )
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i
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s t
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= −
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1

1
1  

 

  . است
) خود دارا  توزيع µ̂دانيم كه برآوردگر  ماتي آمار مياز مباحث مقد , )N

n
σ

µ
2

 است و 
ˆnσ

σ

2

χ دارا  توزيع 2 n با 2  فاصله توان با استفاده از اين واقعيت مي.  درجه آزاد  است1−

σ و µها  دقيق برا   اطمينان )فاصله اطمينان .  آورد  به دست2 )α−100  عبارت µبرا  1%

  است از،
 

ˆ ˆ,z z
n n

α α
σ σ

µ µ
 

− + 
 2 2

)۶ . ۱۸                               (     
 

)و فاصله اطمينان  )α−100 σ برا  1%    برابر است با، 2
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n n

n n
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σ σ
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− − −

 
 
 
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σاگر ) ۱۸ . ۶(اگر در تعيين فاصله  σ مجهول باشد به جا  2 σ̂ بايد 2 اگر حجم .  را قرار دهيم2
σ̂ به جا  s2 بهتر است از  نمونه كم باشد معمولاً   .  استفاده كنيم2

 

  ها  سانسور شده برآورد تحت داده
) واحد با توزيع nفرض كنيد  , )N µ σ t را در زمان 2 = اگر .  وارد آزمايش كنيم0

 به دست آوريم آنگاه تابع لگ IIمشاهدات مورد نياز را برا  مثال بر اساس شيوه سانسور نوع 
  درستنمايي برابر خواهد شد با،
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,كه در آن  , ,rt t t2 )و . اند  مقادير مشاهده شده…1 )Φ iتابع توزيع نرمال استاندارد است  .
σ و ML µبرآوردها   )توان با ماكزيمم كردن   را در اين حالت مي2 , )l µ σ و با استفاده 

  . از نرم افزار به دست آورد
) به دست آمده باشند تابع لگ درستنمايي مشابه Iها بر اساس سانسور نوع  اگر داده , )l µ σ در 

قدار  مrtبا اين تفاوت كه در عبارت دوم در سمت راست تساو  به جا  . خواهد بود) ۱۹ . ۶(
C) دهيم را قرار مي) زمان سانسور .  

خواهد برا  تأمين نيازها  خود  فرض كنيد يك كارخانه توليد كننده قطعات، مي  ۹. ۶مثال 
برا  يك . يك حسگر اكسيژن را از بين يكي از دو تأمين كننده اينگونه حسگرها انتخاب كند

 ۱۵بدين منظور . ماد اين دو نوع محصول را اندازه گير  كندتصميم درست، بايد قابليت اعت
ها در يك دما  بالا  حسگر را به تصادف از هر يك از دو تأمين كننده انتخاب كرده و آن

گيرد  آزمايش بدين صورت انجام مي. مورد آزمايش مورد آزمايش قرار دهد)  شتابنده آزمون(
ماند تا محصولات يكي از دو  ه قرار داد و منتظر مي حسگر را مورد استفاد۳۰كه به طور همزمان 

در اين صورت زمان آخرين از كار . دهد تأمين كننده از كار بيافتد و سپس آزمايش را خاتمه مي
با اين توصيف فرض كنيد، برا  . افتادگي زمان سانسور برا  ديگر تأمين كننده خواهد بود
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 حسگر شكست خورده ۱۰و برا  توليد كننده دوم  حسگر از كار افتاده ۱۵توليد كننده اول هر 
  .  آمده است۶   . ۶ها  حاصل در جدول  داده.  ساعت باشد۷۰۱و زمان سانسور باقيمانده حسگرها 

  ها  زمان شكست حسگرها  اكسيژن ه   داد۶. ۶جدول 

    ها  شكست زمان
  ۱تأمين كننده   ۱۷۰, ۲۰۵, ۲۷۰, ۲۴۰, ۲۷۵, ۲۸۵, ۳۲۴, ۳۲۸, ۳۳۴, ۳۵۲, ۳۸۵, ۴۷۹, ۵۰۰, ۶۰۷, ۷۰۱

  ۲تأمين كننده   ۲۲۰, ۲۶۴, ۲۶۹, ۳۱۰, ۴۰۸, ۴۵۱, ۴۸۹, ۵۳۷, ۵۷۵, ۶۶۳

ها از توزيع لگ نرمال آمده باشند، توليد كننده كدام يك از اين دو تأمين  با فرض اينكه داده
  كننده را بايد انتخاب كند؟

سپس . آوريم ننده به دست ميها  توزيع را برا  هر يك از دو تأمين ك در اينجا شاخص. حل
. توان از نرم افزارها  مختلف آمار  استفاده كرد برا  محاسبات مي. دهيم مقايسه را انجام مي

ها را به دست آورده و  اند، ابتدا لگاريتم آن ها از توزيع لگ نرمال آمده با توجه به اين كه داده
فرض كنيم محصولات تأمين . كنيم يسپس از نتايج به دست آمده برا  توزيع نرمال استفاده م

)كننده اول  , )LN µ σ 2
1 ) و محصولات تأمين كننده دوم 1 , )LN µ σ 2

2 ابتدا .  باشد2
   برابر است با،ML ،µ1برآورد . كنيم ها  توزيع اول را محاسبه مي شاخص

 

[ ]ˆ ln( ) ln( ) ln( )µ = + + +

=

1
1 170 205 70115
50 806

L

/
 

 

σبرآورد  2
   برابر است با1

 

ˆ (ln( ) ) (ln( ) )σ  = − + + − 

=

2 2 21 170 50 806 701 50 80615
0 155

L/ /
/

 
 

ˆ برابر است با µ̂1ها   برآورد واريانس ˆ( )V µ = =1
0 155 0 010315

/ % ۹۰بنابراين فاصله اطمينان . /
  ر خواهد شد با، برابµ1برا  

 

( ),− +50 806 1 64 0 0103 50 806 1 64 0 0103/ / / / / /  
 

  كه مساو  است با،
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( ),50 639 50 973/ /  
 

σبرا  % ۹۰از طرفي فاصله اطمينان  2
χ,، با توجه به اينكه 1 =2

14 0 95 23 7/ χ, و / =2
14 0 05 6 57/ / 

  عبارت است از،
 

, 
 
 

15 0 155 15 0 155
23 7 6 57
* / * /

/ /  
 

  كه مساو  است با،
 

( ),0 098 0 354/ /  
 

tميانه توزيع لگ نرمال برابر است با  eµ= 1
0 ML ،t0، بنابراين برآورد /5    مساو  است با،/5

 

ˆt̂ e eµ= = =1 5 806
0 5 332/
/  ساعت

 

   اطمينان تقريبي برا  ميانه توزيع به صورت زير است،و يك فاصله
 

( ) ( ), ,e e =5 639 5 973 281 393/ /  
 

σ و ML µ1با داشتن برآوردها   2
توانيم قابليت اعتماد محصول را در هر لحظه از زمان   مي1

tال قابليت اعتماد در لحظه برا  مث. تعيين كنيم =    ساعت برابر است با،200
 

ln( )ˆ ( )R
− = − Φ = 

 

200 5 806200 1 0 900 394
/ //  

 

σ و µ2برآوردها   2
برا  انجام اين كار، بايد . توان به دست آورد  را به صورت تحليلي نمي2

قرار داده و با استفاده از نرم ) ۱۹ . ۶( را در تابع لگ درستنمايي ۲ين كننده ها  مربوط به تأم داده
. اگر چنين كنيم نتايج به دست آمده به صورت زير خواهد بود. افزار، تابع را ماكزيمم كرد

   برابر است با،ML µ2برآورد 
 

µ̂ =2 6 287/  
 

ML σو برآورد  2
   برابر خواهد شد با2

 

σ̂ =2 0 308/  
 

   برابر است با،µ2برا  % ۹۰با استفاده از اين نتايج فاصله اطمينان 
 



  هاي استنباط پارامتري در قابلیت اعتماد روش
  

۱۵۴

( , )6 032 6 543/ /  
 

σبرا  % ۹۰و فاصله اطمينان  2
   عبارت است از،2

 

( , )0 194 0 703/ /  
 

   ميانه توزيع در اينجا مساو  است با،MLبرآورد 
 

ˆt̂ e eµ= = =1 6 287
0 5 538/
/  ساعت

 

  و يك فاصله اطمينان برا  آن عبارت است از،
 

( , )417 694  
 

tقابليت اعتماد حسگرها  نوع دوم در زمان  = 200  
 

ln( )ˆ ( )R
− = − Φ = 

 

200 6 287200 1 0 960 555
/ //  

 

شود كه تأمين كننده دوم محصولاتي با قابليت بيشتر  ها  مختلف، ملاحظه مي با توجه به شاخص
ها    اطمينان فاصله(برا  مثال ميانه حسگرها  نوع دوم بيشتر از نوع اول هستند . كند توليد مي

 نمودار ۳  . ۶شكل . ها نيز صادق است اين واقعيت در مورد ميانگين) مربوطه نقطه اشتراك ندارند
همانطور كه در شكل مشخص است . كند تابع قابليت اعتماد برآورد شده دو محصول را ارائه مي

از قابليت اعتماد  همواره، در هر لحظه از زمان، بيشتر ۲قابليت اعتماد حسگرها  تأمين كننده 
  . بنابراين كارخانه بايد تأمين كننده دوم را ترجيح دهد. حسگرها  تأمين كننده اول است
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    قابليت اعتماد برآورد شده حسگرها  نوع اول و دوم۳. ۶ شكل
 ها  گروهي برآورد تحت داده

  ها  كامل عبارت است از، در اين حالت، لگ تابع درستنمايي برا  بازه
 

( , ) ln
k

i i
i

i

t t
l r

µ µ
µ σ

σ σ
−

=

 − −   = Φ − Φ    
    

∑ 1

1
 

 

)ام يعني در بازه iها در بازه   تعداد شكستirكه در آن  , ]i it t−1 است و kدهنده تعداد   نشان
دهد و بايد از  ها  بسته ارائه نمي در اينجا نيز معادلات درستنمايي جواب. باشد ها مي بازه
  . ها  عدد  بهره جست روش

ها در هر بازه توأم با سانسور باشند آنگاه تابع درستنمايي به صورت زير خواهد شد كه  اگر داده
  ها  عدد  استفاده كرد، در اين حالت نيز برا  حل معادلات بايد از روش

 

( , ) ln

ln

k
i i

i
i

k
i

i
i

t t
l r

t
d

µ µ
µ σ

σ σ

µ
σ

−

=

=

 − −   = Φ − Φ    
    

 − + − Φ  
  

∑

∑

1

1

1
1
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 kام بازرسي است و i  ها و تعداد سانسورها در بازه  به ترتيب تعداد شكستهid و irكه در آن 
  . باشد ها مي تعداد بازه

  



  ها  طول عمر تعيين حجم نمونه در آزمون  ۱۰. ۶
توان با داشتن يك نمونه با حجم ثابت، پارامترها  توابع  بل ديديم كه چگونه ميها  ق در بخش

يكي از مسائل مهم در . ها  مختلف جمع آور  داده برآورد كرد طول عمر را بر اساس شيوه
واضح است كه به . ها  آمار، تعيين اندازه نمونه است مطالعات طول عمر و البته در ساير بخش

توان  در اندازه نمونه بيشتر باشد پارامترها  توزيع را با دقت بيشتر  ميطور شهود  هر چه ق
گيرد، ممكن  اما از آنجايي كه هزينه هر واحد كه در آزمون طول عمر قرار مي. برآورد كرد

توجه كنيد كه برا  داشتن يك مشاهده واحد مورد بررسي بايد شكست (است زياد باشد 
همچنين با توجه به اين كه مشاهدات . شود الا رفتن هزينه ميافزايش حجم نمونه باعث ب) بخورد

آيند، افزايش حجم نمونه ممكن است باعث بالا رفتن زمان  طول عمر در طول زمان به دست مي
  . بنابراين ملاحظات، در تعيين اندازه نمونه بايد كاملاً دقت نمود. انجام مطالعه شود

در .  استMLاستفاده از توزيع تقريبي برآوردگرها  ها  ساده تعيين حجم نمونه،  يكي از راه
 ۶ . ۶همانطور كه در بخش . دهيم ادامه به طور مختصر اين روش را با ارائه چند مثال توضيح مي

)ˆ، g باشد آنگاه برا  تابع ML θ برآوردگر θ̂اشاره كرديم، اگر  )g θ برآورد ML 
( )g θو .  است  

 

( )ˆ ˆ( ) ( ), ( ( ))g N g V gθ θ θ∼  
 

  كه در آن با استفاده از روش دلتا،
 

( )ˆ ˆ( ( )) ( ) ( )V g g Vθ θ θ′= 2  
 

)ˆه در آن ك )
( )

V
I

θ
θ

=
) و 1 )I θاندازه اطلاع نمونه است .  

دهد كه  در بسيار  از حالات برا  متغيرها  مستقل و هم توزيع، تجربه نشان مي
( )ˆ( ) V

V
n
θ

θ ) كه در آن = )V θ تنها تابعي از θ است و به nبنابراين يك .  بستگي ندارد
)فاصله اطمينان تقريبي  )α−100 ) برا  1% )g θآيد  به صورت زير به دست مي.  

 

ˆ ˆ( ) ( ) , ( ) ( )g z V g z V
n n

α αθ θ θ θ∗ ∗ 
− + 

 2 2

1 1  
 

  كه در آن،
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( )
( )( )

( )
V

V
g

θ
θ

θ
∗ = 2  

 

  ل اين فاصله برابر است با،طو
 

( )L z V
n

α θ∗=
2

12 )۶ .  ۲۰                                     (  
 

 θا   توان معيار معقولي برا  دقت برآورد فاصله  را ميLاز نقطه نظر آمار ، طول فاصله 
به عبارت ديگر، مسئله را . كنيم  را رو  اين دقت معطوف ميn تعيين حجم بنابراين معيار. باشد

)، طول فاصله اطمينان θكنيم كه اگر بخواهيم در برآورد  اينطور مطرح مي )α−100  برا  1%
θ از TL  بيشتر نباشد حداقل حجم نمونه لازم چقدر است؟ با جايگذار TL به ) ۲۰   . ۶( در

  آوريم، دست مي
 

( )

( )T

z V
n

L

α θ∗

=

2

2
2

4
 

 

 مجهول θزيرا در سمت راست تساو  . اما بايد توجه داشت كه هنوز مسئله تمام نشده است
 را بايد از طريقي، مثلاً از تجربيات قبلي، مطالعات مشابه، θمعمولاً در عمل مقدار . است

 بناميم آنگاه حجم θ0اگر اين مقدار تعيين شده اوليه را . ها  طراحي و غيره تعيين نمود مشخصه
  اهد شد با،نمونه لازم برابر خو

 

( )

( )T

z V
n

L

α θ∗

=

2
0

2
2

4
 

 

)، اطمينان nا  به حجم  با داشتن نمونه )α−100  خواهيم داشت كه فاصله به دست آمده 1%
  .مثال زير را در نظر بگيريد.  را در بر داردθپارامتر مجهول 

فرض كنيد طول عمر يك لامپ الكتريكي يك كارخانه توليد كننده لامپ دارا    ۱۰. ۶مثال 
)توزيع نرمال  , )N θ σ۱۲۰۰ها  دهد كه متوسط طول عمر لامپ تجربيات قبل نشان مي.  باشد 

جهت بالا بردن رضايت مشتريان، يك طراحي جديد . باشد  ساعت مي۲۰۰ساعت با انحراف 
ها   برا  برآورد متوسط طول عمر لامپ. خانه برا  توليد لامپ ارائه شده استتوسط كار

ها  اگر بخواهيم متوسط طول عمر لامپ. دهيم جديد فرض كنيد يك آزمون طول عمر انجام مي



 
 

۱۷۱

 ساعت بيشتر نباشد حجم ۸۰طول فاصله اطمينان از % ۹۵را طور  برآورد كنيم كه با اطمينان 
  نمونه لازم چقدر است؟

x است با واريانس ML θ ،x در اينجا برآوردگر .لح n
σ

σ =
2

)بنابراين . 2 )V θ σ∗ = 2 
)كه از تجربيات قبل داريم  ) ( )V θ∗ = TLهمچنين . 2200 = z و 80 =0 05 1 96/  پس حجم /
  نمونه لازم برابر خواهد شد با،

 

( ) ( )
( )

n = =
2 2

2
4 1 96 200 9480

/  
 

  . لامپ را وارد آزمايش كرد۹۴بنابراين بايد 
)اگر تابع  )g θ تابعي مثبت از θديديم يك فاصله ۶  . ۶ كه در بخش  باشد آنگاه، همانطور 

)تر برا   اطمينان مناسب )g θآيد  از تقريب زير به دست مي.  
 

( )ˆ ˆln ( ) ln ( ) , (ln ( ))g N g V gθ θ θ∼  
 

  كه در آن
 

ˆ ˆ(ln ( )) ( )V g Vθ θ
θ

 =  
 

21  
 

)در اين حالت فاصله اطمينان تقريبي  )α−100 ) برا  1% )g θ،به صورت زير خواهد شد   
 

ˆ( ) ˆ, ( )g
g R

R
θ

θ
 
  
 

 
 

  كه در آن
 

( )V
z

nR e
α

θ∗

= 2 )۶ .    ۲۱                                              (  
 

  و 
 

( )( ) V
V

θ
θ

θ
∗ = 2  

 

. عيار دقت برا  فاصله اطمينان به دست آمده به كار بردتوان به عنوان يك م  را ميRكميت 
 به يك نزديكتر باشد طول فاصله كمتر خواهد شد و لذا دقت Rطبيعي است كه هر چه قدر 
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مقدار از  را يك TRفرض كنيد . اما اين مستلزم حجم نمونه بيشتر است. شود برآورد بيشتر مي
آنگاه .  است۵/۱ يا ۲/۱ بگيريم كه معمولاً مقادير متداول برا  آن Rقبل تعيين شده برا  

  حجم نمونه لازم برابر خواهد شد با،
 

( )

(ln )T

z V
n

R

α θ∗

=

2
0

2
2  

 

  . ايم  در نظر گرفتهθ مقدار  است كه از اطلاعات قبلي برا  θ0كه در آن 
ا  يك نوع قطعه الكتريكي طراحي جديد  جهت توليد  فرض كنيد توليد كننده  ۱۱. ۶مثال 

در اين آزمون كه . ارائه كرده است و علاقمند به برآورد متوسط طول عمر محصول جديد اشت
ور همزمان وارد آزمون شود اما به دليل شود، تعداد  لامپ بايد به ط به صورت شتابنده انجام مي

مهندسين طراح از تجربيات .  ساعت برا  انجام آزمون وجود دارد۴۵۰محدوديت زماني تنها 
اگر .  ساعت است۰۰۱/۰ها نمايي با نرخ خطر  كنند كه توزيع طول عمر لامپ قبلي پيشنهاد مي

د وارد آزمايش كرد كه با اطمينان بخواهيم متوسط واقعي را تخمين بزنيم، چه تعداد لامپ را باي
TRا  با  ميانگين واقعي بين فاصله% ۹۵ = 1    قرار گيرد؟/5
شود كه در آن زمان   انجام ميI توجه كنيد كه در اينجا آزمون بر اساس سانسور نوع .حل

Cخاتمه آزمون  = مند   تابع نرخ خطر توزيع باشد علاقهθبا فرض اين كه .  ساعت است450
)به برآورد  )g θθ = ) ML باشد آنگاه برآورد ML θ برآورد θ̂اگر .  هستيم1 )g θ 

)ˆعبارت است از  )g θ .،طبق روش دلتا  
 

ˆ ˆ(ln ( )) ( )V g Vθ θ
θ

= 4
1  

 

  و 
 

ˆ( )
( )

V
E l

θ
θ

θ

=
 ∂

−  ∂ 

2

2

1  

 

  كه در آن 
 

( ) ln ( )
r

i
i

l r t n r Cθ θ θ
=

 = − + − 
 
∑

1
 

 



 
 

۱۷۳

,كه در آن  , ,rt t t2  زمان سانسور Cر سانسور هستند و  مشاهده غيr زمان شكست …1
ا  و پارامترها    يك متغير تصادفي است با توزيع دو جملهrتوجه كنيد كه . باشد مي

( , )Cn e θ−−1 .بنابراين  
 

( )

( )C

r
E l E

n e θ

θ
θ θ

θ

−

 ∂  − =   ∂   
−

=

2

2 2

2
1

 

 

  در نتيجه 
 

ˆ( )
( )CV

n e θ

θ
θ −=

−

2

1  
 

  و
 

( )
( )CV

e θθ∗
−=

−
1

1  
 

Cبنابراين با توجه به اين كه  = θ و 450 =0 0 001/،  
 

( )
( )

V
e

θ∗

−
=

−
=

0 450
100

1

1
2 75/

 

 

  بنابراين حجم نمونه لازم برابر است با
 

( ) ( )
(ln )

n = =
2

2
1 96 2 75 651 5

/ /
/  
 

به .  مسئله هزينه آزمايش است يين حجم نمونه مهم است،يكي ديگر از ملاحظاتي كه در تع
فرض كنيد در . آيند  به دست ميIIعنوان مثال فرض كنيد مشاهدات بر مبنا  سانسور نوع 

آنگاه حجم نمونه چه مقدار باشد كه .  مشاهده داشته باشيمrمنديم  آزمايش طول عمر، علاقه
در پاسخ به اين سؤال لازم است ابتدا يك تابع هزينه تعريف . مم مقدار بگيردهزينه آزمايش ميني

 شكست، زمان انجام r واحد وارد آزمايش شوند، برا  داشتن nتوجه كنيد كه اگر . كنيم
، تابعي خطي از Cاگر هزينه آزمايش، . ر تصادفي است خواهد بود كه يك متغيrtآزمايش 
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 C باشد آنگاه nشوند يعني  ، و تعداد واحدهايي كه وارد آزمايش ميrtزمان آزمايش يعني 
  .وشتتوان به صورت زير ن را مي

 

n rC C t C n C= + +1 2 3  
 

 يك متغير تصادفي است، معمولاً rtچون .  مقادير معلوم هستندC3 و C1 ،C2كه در آن 
 را nيعني . كنيم  مينيمم ميnو آن را برحسب دهيم  متوسط تابع هزينه را مورد بررسي قرار مي

  كنيم كه  طور  تعيين مي
 

( ) ( ) ( )n rk n E C C E t C n C= = + +1 2 3  
 

)بنابراين در حل اين مسئله بايد . مينيمم شود )rE t را تعيين كنيم كه بستگي به توزيع مورد 
)همانطور كه ديديم، در حالتي كه توزيع نمايي، . رسي داردبر )E λباشد آنگاه ،  

 

( )
r

r
i

E t
n iλ =

=
− +∑

1

1 1
1  

 

  بنابراين 
 

( )
r

i

C
k n C n C

n iλ =

= + +
− +∑1

2 3
1

1
1  

 

)شود كه اگر قرار دهيم  به راحتي مشاهده مي ) ( )n k n k n∆ = −   ، آنگاه1−
 

( )
( )
rC

n C
n n rλ
−

∆ = +
−

1
2  

 

)يك بررسي ساده  )n∆دهد مقدار  از   نشان ميn كه ( )k nكند برابر است   را ماكزيمم مي
  با

 

Cr
n

rC λ

 
  = + +     

1
2

1

2

41 12  

 

لذا برا  تعيين .  بستگي داردλه پارامتر مجهول  بnشود مقدار  همانطور كه ملاحظه مي
مثال زير را .  را محاسبه نمودn را از طريقي تقريب زده و سپس λ ابتدا بايد nمقدار  برا  
  .در نظر بگيريد



 
 

۱۷۵

 ساعت ۴۵۰ كه آزمون را به مدت   فرض كنيد مهنديس به جا  آن۱۱. ۶در مثال   ۱۲. ۶مثال 
 را طور  تعيين كنند كه n لامپ را وارد آزمايش كرده و ۳۰انجام دهند، تصميم بگيرند كه 

Cاگر هزينه آزمون هر لامپ . هزينه آزمايش مينيمم شود =1 C و هزينه مدت آزمون 4 =2 40 
  . باشد، حجم نمونه لازم چقدر است

λ با توجه به اين كه .حل = 0    برابر خواهد شد باn، مقدار /001
 

n
 

  = + +   
 

1
230 4 41 1 10002 30 40

72;

* **  

 

n هزينه بايد ها  فوق برا  كاهش بنابراين با توجه به داده =   .  لامپ را وارد آزمايش كرد72
  همچنين با اطلاعات مفروض در مسئله، متوسط دوره آزمايش برابر است با

 

( )
i

i

E t
i

i

λ =

=

=
−

=
−

∑

∑

70

72
1
72

1

1 1
73

11000 73

 

= 541  ساعت
 

  زمايش برابر خواهد شد با لامپ را وارد آزمايش كنند آنگاه متوسط دوره آ۳۰اگر از ابتدا فقط 
 

( )
i

E t
i=

=
−∑

30

30
1

11000 31  
= 4003  ساعت

 

مدت زمان آزمايش % ۵/۱۳ لامپ وارد آزمايش شوند، مدت زمان آزمايش فقط ۷۲بنابراين اگر 
  . لامپ در آزمايش قرار بگيرند۳۰برا  حالتي است كه فقط 

  
  مسائل  ۱۱. ۶
اند كه توزيع تحت بررسي  ا  زير از يك آزمون طول عمر توليد شدهه   فرض كنيد كه داده.۱
)ها نمايي  آن )E λاست .  

۲۱  ۱۱۷  ۱۱۸  ۳۴۳  ۳۰  
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۶۰  ۶۴  ۴۲  ۱۹۳  ۶۸  
۲۴۷  ۲۰۵  ۲۵۸  ۲۰۰  ۳۱۹  
۱۰۳  ۲۲۷  ۵  ۲۸۲  ۱۳۵  
۵۳۶  ۱۵  ۲۴۰  ۶۲۶  ۲۱۱  
۲۶  ۲۵۸  ۷۹  ۴۳۳  ۴۲۵  
۵۰  ۲۷۲  ۷۵  ۸  ۵۴۱  
۲۱۱  ۴۱۵  ۲۲۰  ۳۷۹  ۲۴۸  
۷۷  ۶۷  ۵۴  ۳۲۴  ۱۲۳  
۲۳۷  ۵۴۷  ۱۰۴  ۱۰۱۱  ۶۱  

  . را به دست آوريدλ برآورد MLبا استفاده از روش گشتاور  و روش ) الف
  . را به دو طريق دقيق و تقريبي به دست آوريدλبرا  % ۹۵فاصله اطمينان ) ب
  .  چقدر است۱۰۰ قابليت اعتماد محصولي با چنين توزيع در نقطه )ج

 

 زمان شكست اوليه را مشاهده كنيم و بقيه مشاهدات سانسور ۲۰ فرض كنيد تنها ۱  در تمرين .۲
  .ها  الف تا ج را دوباره محاسبه كنيد با اين فرضيات قسمت. شوند

 

اند كه توزيع تحت بررسي  دست آمدهها  زير از يك آزمون طول عمر به    فرض كنيد داده.۳
)ها  آن , )W λ βاست .  

۶/۶۳۵  ۷/۴۵۶  ۵/۳۳۵  ۲/۲۱۶  ۰/۱۷۰  
۰/۳۶۹  ۵/۴۵۹  ۸/۱۰۰  ۰/۲۰۴  ۰/۴۶۵  
۰/۳۱۲  ۹/۴۲۰  ۵/۴۵۳  ۲/۲۲۸  ۶/۲۵۴  
۱/۱۹۶  ۱/۳۰۶  ۸/۸۲  ۹/۵۲۸  ۸/۳۱۹  
۴/۷۲  ۳/۲۱۶  ۰/۳۵۶  ۲/۲۷۰  ۰/۲۸۵  
۱/۲۲  ۷/۱۳۷  ۵/۱۸۱  ۰/۲۵۵  ۳/۳۰۷  
۲/۳۰۲  ۶/۱۸۰  ۷/۹۳  ۲/۳۰۲  ۵/۳۱۸  
۴/۱۱۴  ۸/۱۵۹  ۶/۳۱۴  ۵/۱۱۷  ۷/۲۴۲  
۴/۶۸  ۴/۲۳۱  ۰/۲۸۲  ۳/۷۰  ۰/۴۵۸  
۹/۲۰۰  ۱/۲۰۳  ۹/۱۷۲  ۱/۹۳  ۹/۱۳۰  

 

  . را به دست آوريدβ و λ پارامترها  MLبرآوردها  گشتاور  و ) الف



 
 

۱۷۷

  .  را تعيين كنيدβ و λفاصله اطمينان تقريبي برا  ) ب
  .  محاسبه كنيد۱۰۰تابع قابليت سيستمي با اين توزيع طول عمر را در نقطه ) ج

 

ها سانسور  كنيم و بقيه داده  زمان شكست اوليه را مشاهده مي۲۰ فرض كنيد تنها ۳  در تمرين .۴
ها  اطمينان تقريبي   پارامترها را تعيين كرده و فاصلهMLبا اين فرضيات برآورد . شوند مي

  . را به دست آوريدβ و λبرا  
 

)  فرض كنيد توزيع تحت بررسي گاما .۵ , )G λ βباشد .  
 تشكيل β و λ معادلات درستنمايي را برا  برآورد nها  كامل به حجم  تحت داده) الف
  .دهيد
  .، معادلات درستنمايي را تشكيل دهيدIIتحت سانسور نوع ) ب
  . ت درستنمايي را تشكيل دهيدها  گروهي، معادلا تحت داده) ج

 

t  فرض كنيد در زمان .۶ = 0 ،nاطلاعاتي كه در مورد واحد . كنيم  واحد را وارد آزمايش مي
i ام داريم اين است در بازه( , )it0 يا طول عمر آن از  دچار شكست شدهit بيشتر است، كه در 

, يك مقدار معلوم است و itآن  , ,i i n= = 1 2 ….  
  .تابع درستنمايي متناظر با اين آزمون را تشكيل دهيد) الف
)اگر فرض كنيم كه توزيع تحت بررسي ) ب )E λ است و به ازا  هر i it t= برآوردگر ،

ML λ را با اين شرط كه قبل از t r شكست ( )r n<داريم به دست آوريد .  
 

) واحد با توزيع نمايي ۱۲  فرض كنيد .۷ )E λ در زمان t = اگر . كنيم  را وارد آزمايش مي0
  پس از شكست هشتم آزمايش را خاتمه داده و مشاهدات زير برحسب ساعت حاصل شود،

۶۷۲ ،۴۹۷ ،۴۷۰ ،۳۰۰ ،۱۸۵ ،۱۵۷ ،۵۸ ،۳۱  
  . را به دست آوريدMLE λبرآورد ) الف
  . به دو طريق پيدا كنيدλبرا  % ۹۵يك فاصله اطمينان ) ب
ML t0برآورد ) ج   . را به دست آوريد/01
يعني (شد   تمام مي۷۲۰كرد در زمان   خاتمه پيدا مي۶۷۲ آزمايش به جا  آن كه در زمان اگر) د

شد؟ در اين مورد   حاصل ميλچه تغيير  در مقدار برآورد )  بود۷۲۰امين شكست ۸زمان 
  . بحث كنيد

 

tها  طول عمر گاهي اوقات ممكن است در زمان    در آزمون.۸ h− واحد مورد بررسي هنوز 
 واحد از توزيع نمايي nبه عنوان مثال فرض كنيد .  از كار افتاده باشدtفعال باشد اما در زمان 

( )E λ را در زمان t = فرض كنيد هنگاميكه طول عمر واحدها در . مايش كنيم وارد آز0
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)فاصله  , )i it h t− ،, , ,i r= 1 2 ها itكنيم كه در آن   ثبت ميit، هستند زمان شكست را …
nكه بقيه ها  شكست هستند با فرض اين  مقادير مرتب شده زمان r− واحد در زمان rt 

  .سانسور شده باشند
   برابر است باML λتابع درستنمايي را تشكيل داده و نشان دهيد ) الف

 

ˆ ln T
h T rh

λ  =  − 

1  
 

 را بر حسب روز به ML λها به نزديكترين روز گرد شوند، برآورد  ر داده اگ۴در تمرين ) ب
  .دست آوريد

 

باشد كه توزيع طول آن لگ  ها  زير زمان شكست برحسب ساعت يك نوع سيستم مي   داده.۹
  . باشد نرمال مي

۷۳/۲  ۵۶/۰  ۲۸/۰  
۲۵/۱  ۵۶/۰  ۸۳/۰  
۴۷/۰  ۹۵/۱  ۴۳/۳  
۷۵/۰  ۶۶/۰  ۱۴/۱  
۸۴/۱  ۹۰/۰  ۸۸/۱  
۷۲/۰  ۶۷/۱  ۶۲/۰  
۷۱/۲  ۵۱/۰  ۲۸/۰  

  .  به دست آوريدMLبرآورد پارامترها  توزيع را به روش گشتاور  و 
 

t قطعه خازن الكتريكي جهت برآورد متوسط طول عمر در زمان ۱۳  .۱۰ = ارد آزمايش  و0
ها  شكست زير حاصل شده  آزمايش در زمان دهمين شكست خاتمه پيدا كرده و زمان. اند شده

  ).ها برحسب هزار ساعت هستند زمان(است 
۰۰/۳ ،۵۰/۲ ،۷۶/۱ ،۵۴/۱ ،۳۳/۱ ،۳۲/۱ ،۰۰/۱ ،۸۸/۰ ،۵۰/۰،  ۲۲/۰  

)ها دارا  توزيع  با فرض آن كه طول عمر خازن , )W λ βباشد   
  . را به دست آوريدβ و ML λبرآورد ) الف
  .  ساعت تعيين كنيد۶۰۰ها را در زمان  قابليت اعتماد خازن) ب

 

t ترانزيستور الكتريكي در زمان ۱۵  .۱۱ = در يك آزمايش شتابنده . شدند وارد آزمايش 0
tفرض كنيد پس از  =  تا  آنها از كار افتاده ۵مورد بازرسي قرار گرفته و مشاهد شود ) روز (2



 
 

۱۷۹

با فرض آن كه از تجربيات قبلي بدانيم توزيع طول عمر ترانزيستورها . كنند و بقيه هنوز كار مي
)وايبل  , )W λ β=0   . را به دست آوريدML β باشد برآورد /4

 

,  فرض كنيد .۱۲ , ,nt t t2  قطعه در يك آزمايش طول عمر باشند كه در آن n طول عمر …1
  . توزيع طول عمر قطعات نمايي با چگالي احتمال زير است

 

( )( , , ) ,tf t e tλ θλ θ λ θ− −= >  
 

  . را به دست آوريدθ و ML λبرآوردگر ) الف
nاگر ) ب =   باشند) برحسب روز( واحد از قطعات دارا  طول عمر با مقادير زير 10

۵۰/۲ ،۳۱/۲، ۰۳/۲ ،۸۹/۱ ،۷۱/۱ ،۵۳/۱ ،۴۹/۱ ،۳۷/۱ ،۲۵/۱ ،۱۱/۱  
  . به دست آوريدML به روش گشتاور  و θ و λبرآوردها  

 

t  فرض كنيد يك دستگاه در زمان .۱۳ = افتد  هنگاميكه از كار مي. كند  شروع به كار مي0
]ها در فاصله  فرض كنيد تعويض. شود بلافاصله با يك دستگاه جديد تعويض مي , ]T0 صورت 

ktها   با فرض اين كه تعويض در زمان. گيرد مي t t T< < < < <1 20 L صورت گيرد و 
)ها  توزيع طول عمر دستگاه , , )f t α β،باشد   

  .تابع درستنمايي را تشكيل دهيد) الف
)اگر ) ب , , )f t α β ،( , )W β1 ،باشد و مشاهدات زير به دست آمده باشد MLE β را به 

  .دست آوريد
, , , , ,T t t t t t= = = = = =1 2 3 4 510 2 3 3 5 6 7 2 8 9/ / / /  

 

)مر يك قطعه دارا  تابع توزيع   طول ع.۱۴ , , )F t α βاست  .n واحد از اين توزيع در زمان 
t = tها   شوند و در زمان  وارد آزمايش مي0 T=1 ،t T=2 t و 2 T=3  مورد بازرسي 3

] واحد در فاصله k1گيرند و  قرار مي , ]T0 و k2 واحد در فاصله [ , ]T T2 و n k k− −1 2 
]واحد باقيمانده در فاصله  , ]T T2 تابع درستنمايي را برا  اين آزمايش . اند  از كار افتاده3

  . تشكيل دهيد
 

t واحد در زمان n  فرض كنيد .۱۵ = ,شوند و   وارد آزمايش مي0 , ,rt t t2 ها    زمان…1
, واحد باشند و n واحد از rشكست  , ,n r rt t t+ +2 nها  سانسور   زمان…1 r− واحد 

)با فرض آن كه توزيع طول عمر واحدها . باقيمانده باشند , )F t θ با تابع چگالي ( , )f t θ باشند 
  تابع لگ درستنمايي برابر است بانشان دهيد كه 

 



 پارامتري در قابلیت اعتمادناهاي استنباط  روش
 

۱۷۰

[ ] [ ]( ) ln ( , ) ln ( , )
n n

i i
i i r

l f t F tθ θ θ
= = +

= + −∑ ∑
1 1

1  
 

  . را نياز نداريمitتوجه كنيد كه در اينجا لزوماً فرض مرتب بودن 
 

 واحد از نوعي سوپاپ را وارد آزمايش ۱۰  فرض كنيد در يك آزمون طول عمر شتابنده .۱۶
  )  چرخه310برحسب ( شده باشد ها  زير حاصل ايم و داده كرده
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)ها از توزيع  با فرض اينكه داده. اند  سانسور شده*ها  با علامت  كه در آن داده , )W λ β 

  ،۹باشند با استفاده از تمرين 
  . به دست آوريدML را به روش β و λ) الف
tها را در  قابليت اعتماد سوپاپ) ب =   . به دست آوريد120
  . برآورد كنيدMLميانه توزيع را به روش ) ج
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  مقدمه ۱ . ۷
ها   در روش. دهيم ها  استنباط آمار  ناپارامتر  را مورد بحث قرار مي در اين فصل روش

 مطالعه شد، فرض بر اين بود كه متغير طول عمر مورد بررسي دارا  ۶پارامتر  كه در فصل 
هدف در آنجا . است كه به پارامترها  مجهول بستگي دارديك توزيع احتمال شناخته شده 

گير   هايي است كه بر اساس يك شيوه نمونه برآورد پارامترها  مجهول مدل با استفاده از داده
كنند  ها از يك مدل معين پيرو  مي اما بايد توجه داشت كه فرض اين كه داده. به دست آيد

در اينصورت، . ن فرض درست انتخاب نشده باشدفرضي قو  است و ممكن است به هر دليل اي
تواند نتايج غير واقعي در مورد خواص تصادفي متغير طول عمر  استنباط آمار  انجام شده مي

هايي برا  استنباط آمار  در مورد خواص طول عمر ارائه  در اين بخش، روش. ارائه كند
ها كه به  اين روش. كنيم رسي نميها هيچ فرضي در مورد نوع توزيع مورد بر كنيم كه در آن مي

ها وجود دارد، اغلب  شوند به دليل فرضيات ضعيفي كه در آن آمار ناپارامتر  شناخته مي
  . ها  طول عمر دارند ها  فراواني در تحليل داده استفاده

برآورد  ،۲  . ۷در بخش . گيرند به شرح زير است مباحثي كه در اين فصل مورد مطالعه قرار مي
سپس . كنيم ها  كامل ارائه مي را بر اساس داده) تابع قابليت اعتماد(ناپارامتر  تابع توزيع تجربي 

)بر اساس آن يك فاصله اطمينان تقريبي  )α−100  برا  تابع قابليت اعتماد در يك نقطه 1%
با استفاده از . كنيم  جداول عمر را معرفي مي۳  . ۷در بخش . آوريم مفروض از زمان به دست مي
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ها   ها در فاصله د تابع قابليت اعتماد را در حالتي كه اطلاعات در مورد شكستجدول برآور
در بخش . كنيم ها در اين فواصل سانسور شوند ارائه مي زماني معين اتفاق بيافتد و بعضي از داده

مير معروف است را معرفي كرده - برآوردگر معروف تابع قابليت اعتماد كه به برآورد كپلن۳    . ۷
توان با استفاده  ها از سمت راست سانسور شوند مي دهيم كه چگونه در حالتي كه داده ن ميو نشا

مير را ارائه -سپس واريانس تقريبي برآوردگر كپلن. از آن تابع قابليت اعتماد را برآورد كرد
كرده و با استفاده از آن يك فاصله اطمينان تقريبي برا  تابع قابليت اعتماد در يك نقطه 

 اختصاص به بررسي رفتار تابع نرخ خطر بر مبنا  ۴  . ۷بخش . آوريم  از زمان به دست ميمفروض
دهيم كه چگونه با استفاده   را معرفي كرده و نشان ميTTTدر اين بخش تبديل . ها دارد داده

توان مشخص كرد كه آيا توزيع جامعه مورد بررسي   ميTTTاز برآورد تبديل 
( )DFR IFRاست يا خير .  

  
  ها  كامل ابع توزيع با دادهبرآورد ت ۲. ۷

ترين حالتي كه در مطالعات ناپارامتر  وجود دارد، برآورد تابع توزيع است هنگاميكه  ساده
t واحد در زمان nكنيم كه  در اينجا فرض مي. ها كامل هستند داده =  وارد آزمايش شده و 0

,ها  طول عمر آن , ,nt t t2 )اگر .  است…1 )F t تابع توزيع مجهول واحدها باشد آنگاه برآورد 
ˆ ( )F tشود به صورت زير تعريف مي.  كه به آن برآوردگر تجربي گويند .  

 

   هستندtتعداد مشاهداتي كه در نمونه كمتر يا مساو  
n  

ˆ ( )F t =  
 

ˆنمايش ديگر برا   ( )F t از اين واقعيت كه , , ,nt t t2 ها  مرتب شده هستند به دست   زمان…1
  .آيد مي
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، itها   ها در زمان ا  غير نزولي است كه در آن پرسش ع پلهتوجه كنيد كه اين تابع توزي
, , ,i n= 1 2 گويند   ميFاين برآوردگر را برآوردگر ناپارامتر  تابع توزيع . افتد ، اتفاق مي…



)اگر . شود  گذاشته نميFزيرا كه در آن هيچ فرضي در مورد نوع مدل  )R t تابع قابليت 
  اعتماد واحدها  مورد آزمايش باشد آنگاه برآوردگر تجربي آن به صورت زير خواهد بود،

 

ˆ ˆ( ) ( )R t F t= −1  
 

ˆتوجه كنيد كه  ( )R tنمايش دادتوان به صورت زير نيز  را مي   
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,، iTكه در آن  , ,i n= 1 2   ام است و i، طول عمر واحد …
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ˆ، tگيريم كه برا  مقدار مفروض   نتيجه مي با توجه به اين نمايش، ( )R t متوسط n متغير 
)تصادفي مستقل و همتوزيع مانند  , ) ( )i t iZ I T∞=بنابراين.  است  
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  بع احتمال زير هستند دارا  توزيع برنولي با تاiZمتغيرها  تصادفي 
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ˆبنابراين  ( )nR tا  با پارامترها    دارا  توزيع دوجمله( , ( ))n R tباشد در نتيجه  مي  
 

ˆ( ( )) ( )E R t R t=  
 

ˆيعني  ( )R t يك برآوردگر نااريب ( )R tتوجه كنيد كه .  استˆ ( )R t برآوردگر ML 
( )R tواريانس . باشد  نيز ميˆ ( )R tبرابر است با   
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)ك فاصله اطمينان تقريبي توان ي با توجه به اين نتايج، مي )α−100 ) برا  1% )R tارائه كرد  .
 يك مقدار مفروض باشد، در اين صورت، از تقريب نرمال، فاصله اطمينان ∗tفرض كنيد 

)تقريبي  )α−100 ) برا  1% )R tبه صورت زير خواهد بود .  
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t از يك نوع قطعه الكتريكي، را در زمان  ،۲۰ا  به حجم    فرض كنيد نمونه۱  . ۷مثال  =  وارد 0
  . برحسب سال آمده است۱   . ۷ها در جدول  ايم و داده آزمايش كرده

   قطعه الكتريكي۲۰  طول عمر ۱  . ۷جدول 

it  i  it  i  
۱/۱  ۱۱  ۰۶/۰  ۱  
۹/۱  ۱۲  ۸/۰  ۲  
۴/۰  ۱۳  ۳/۰  ۳  
۳۱/۱  ۱۴  ۰۳/۰  ۴  
۲/۱  ۱۵  ۲/۱  ۵  
۷/۰  ۱۶  ۷/۰  ۶  
۴/۱  ۱۷  ۹۲/۰  ۷  
۹/۰  ۱۸  ۴۱/۰  ۸  
۹۳/۰  ۱۹  ۲۳/۰  ۹  
۲۷/۰  ۲۰  ۳۲/۰  ۱۰  

  
)تابع قابليت اعتماد ) الف )R tرا برآورد كنيد .  
)برا  % ۹۵يك فاصله اطمينان ) ب )R 0   .  تعيين كنيد/5
) برآورد تابع قابليت اعتماد )الف.  حل )R t آيد، ه دست مي ب۲ . ۷ به راحتي به صورت جدول  

  
  

    برآورد تابع قابليت اعتماد۲. ۷جدول 
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  .دهد  برآورد تابع قابليت اعتماد را نشان مي۱ . ۷شكل 

  
    برآورد قابليت اعتماد قطعه الكتريكي۱   . ۷شكل 

  
)برا  % ۹۵  فاصله اطمينان )ب )R 0 ) برابر است با /5 , )0 385 0 815/ /.  
  جداول عمر ۳. ۷

t واحد با توزيع يكسان را در زمان nفرض كنيد  = در اينجا نيز . كنيم  وارد آزمايش مي0
)هدف برآورد ناپارامتر  تابع قابليت اعتماد طول عمر واحدها يعني  )R tبدين منظور .  است

ها  ارد و به ويژه اهميت آن زماني است كه دادهكنيم كه روش جدول عمر نام د روشي ارائه مي
در اين روش، كه به صورت بازرسي واحدها در . ممكن است از سمت راست سانسور شوند
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گيرد، اطلاعاتي كه در مورد وضعيت واحدها  ها  مختلف در طول آزمايش صورت مي زمان
  . ست مرحله كلي زير ا۳اين روش دارا  . داريم تنها در زمان بازرسي است

  . كنيم محور طول عمر را به تعداد  بازه معين افراز مي) ۱
  .كنيم قابليت اعتماد شرطي را در هر بازه برآورد مي) ۲
۳ (( )R tكنيم ها برآورد مي  را در نقاط انتهايي بازه.  

]فرض كنيد زمان  , ]ها    را به بازه0∞( , )i i iI t t−= 1 ،, , ,i k= +1 2 t، كه در آن …1 =0  و 0
kt + =   كنيم، ها  زير را تعريف مي كميت. كنيم  افراز مي1∞

۱ (in : تعداد واحدهايي كه در بازهiIتند هنوز سالم هس.  
۲ (if : تعداد واحدهايي كه در بازهiIاند  شكست خورده.  
۳ (ic : تعداد واحدهايي كه در بازهiIاند  سانسور شده.  

  ام برابر است باiدا  بازه با توجه به اين تعاريف تعداد واحدها  سالم در ابت
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,، iIكنيم كه هيچ سانسور  در بازه  در ابتدا فرض مي , ,i k= +1 2 ، اتفاق نيافتد و تابع …1
برآورد  كه برا  . كنيم برآورد مي) ها  بازرسي واحدها زمان (itقابليت اعتماد را در نقاط 

( )iR tآوريم به روش   به دست ميMLابتدا فرض كنيد.  است  
 

)) بيشتر باشدitطول عمر يك واحد از ( )i iP R t P= =  
 

   را به صورت زير تعريف كنيدipاحتمال شرطي 
 

itطول عمر واحد از ( ip) بيشتر شودitطول عمر يك واحد از | بيشتر است1− P=  
 

  واضح است كه 
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   را به صورت زير تعريف كنيمiqاگر 
 

itطول عمر واحد از ( iq)شود كمتر itطول عمر يك واحد از | بيشتر است1− P=  
 



  آنگاه
 

i iq p= −1  
 

  همچنين داريم
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Pشود كه  كه تساو  اخير ار اين واقعيت ناشي مي =0 1.  
به .  از كار بيافتدiI احتمال غير شرطي اين پيشامد باشد كه يك واحد در بازه iπفرض كنيد 

  شود كه راحتي مشاهده مي
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  ها در طول آزمايش باشد آنگاه  تابع درستنمايي تعداد شكستLاگر 
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!كه در آن 
! ! !k
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1 2 L
  آوريم با گرفتن لگاريتم از طرفين تساو  به دست مي. 
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  .آيد ت مي به صورت زير به دسML ip برآوردگر 0
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)، ML، برآوردگر iPبا قرار دادن اين مقادير در رابطه  )iR tبرابر خواهد شد با   
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ام برابر با حاصل تقسيم تعداد واحدها  سالم در iليت اعتماد واحد در انتها  بازه يعني قاب
)ابتدا  بازه  )i توجه كنيد كه اين نتيجه مشابه تابع توزيع . ام بر تعداد كل واحدها است1+



ˆ. تجربي است كه در بخش قبل معرفي كرديم ( )iR tا  است كه عرض آن برابر با   يك تابع پله
  . توجه كنيد۲  . ۷به شكل .  استif و ارتفاع آن برابر iIطول بازه 

  
  
  
  

                                                    if  
  
  
  

                                                              it      it −1  
    نمايش برآورد تابع قابليت اعتماد ۲. ۷شكل 

  
 واحد در اين بازه سانسور icام، تعداد iها در بازه  حال فرض كنيد علاوه بر تعداد شكست

و در اين بازه در (اند  ام سالمiدر اين صورت تعداد واحدهايي كه در ابتدا  واحد بازه . شوند
  برابر است با) معرض خطرند

 

, , ,i i i in n f c i− − −= − − =1 1 1 0 1 …  
 

i از آزمايش خارج شوند آنگاه iI واحد در ابتدا  بازه icاز آنجايي كه ممكن است  in c− 
 سانسور شوند iI واحد در انتها  بازه icاما اگر .  در معرض خطرندiIمشاهده در ابتدا  بازه 

 مساو  iqتوجه كنيد كه در حالت اول برآورد .  در خطرندiI واحد در ابتدا  بازه inآنگاه 
  خواهد شد با 
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  و در حالت دوم 
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برا  . كنيم مي" كم برآورد" را iqو در حالت دوم " بيش برآورد" را iqلذا در حالت اول 
كنيم كه تعداد واحدها  سانسور شده به طور يكنواخت در  داشتن يك برآورد منطقي فرض مي

  كنيم  را به صورت زير برآورد ميiqدر اين صورت . نسور شوند ساiIطول فاصله 
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ˆدهيم  و قرار مي ˆi ip q=    برابر خواهد شد باit و در نتيجه برآورد تابع قابليت اعتماد در 1−
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هايي كه داشتيم، دو فرض ديگر را نيز به صورت  در به دست آوردن اين نتيجه علاوه بر فرض
ها مستقل از طول عمرها  مشاهده شده  يكي اين كه مكانيزم سانسور داده. ايم تلويحي پذيرفته

ها  بازرسي به صورت يكنواخت  ها و سانسورها در طول بازه  شكستاست و ديگر  اين كه
  . افتند اتفاق مي

توان جهت ساختن جداول طول عمر استفاده كرد معمولاً  نرم افزارها  مختلف آمار  را مي
، iI ،in ،if ،icشود شامل موارد مانند  ها  طول عمر كه توسط نرم افزار ساخته مي جدول

ˆ ip ،ˆiq و ˆ ( )iR tكنند بعضي از نرم افزارها نيز تابع نرخ خطر در هر بازه را ارائه مي.  است .  
ˆ كه برآورد واريانس توان نشان داد مي ( )iR tبرابر است با   
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ا  مشابه با اين نتيجه بخش بعد را ببينيدم با استفاده از اين واريانس تقريبي  برا  اثبات نتيجه
)توان يك فاصله اطمينان تقريبي  مي )α−100 ) برا  1% )iR tبه عبارت ديگر از .  ارائه كرد

)تقريب نرمال فاصله اطمينان  )α−100 ) برا  1% )iR tعبارت است از   
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  . برا  توضيح بيشتر مثال زير را ببينيد



tل الكتريكي را در زمان  واحد از يك محصو۲۷۶  فرض كنيد ۲   . ۷مثال  =  وارد آزمايش 0
 آمده ۳    . ۷ايم نتايج در جدول   ساعت مورد بازرسي قرار داده۲۴كرده و به طور روزانه پس از هر 

  . است
    جدول طول عمر محصول الكتريكي۳. ۷جدول 

ˆ ˆ ( )i iP R t=  ˆ ip  ˆiq  i
i

c
n − 2  in  

تعداد 
سانسورها 

)ic(  

تعداد 
ها  شكست

)if(  

ها  بازه
برحسب 
  روز

۷۸۳/۰  ۷۸۳/۰  ۲۱۷/۰  ۲۷۶  ۲۷۶  ۰  ۶۰  [ , )0 1  
۵۹۵/۰  ۷۶۰/۰  ۲۴۰/۰  ۲۱۶  ۲۱۶  ۰  ۵۲  [ , )1 2  
۴۴۳/۰  ۷۴۵/۰  ۲۵۵/۰  ۵/۱۶۲  ۱۶۴  ۳  ۴۲  [ , )2 3  
۳۰۳/۰  ۶۸۴/۰  ۳۱۶/۰  ۱۱۴  ۱۱۹  ۱۰  ۳۶  [ , )3 4  
۲۲۱/۰  ۷۲۹/۰  ۲۷۱/۰  ۷۰  ۷۳  ۶  ۱۹  [ , )4 5  
۱۸۴/۰  ۸۳۳/۰  ۱۶۷/۰  ۴۷  ۴۸  ۲  ۸  [ , )5 6  
۱۷۴/۰  ۹۴۶/۰  ۰۵۴/۰  ۳۷  ۳۸  ۲  ۲  [ , )6 7  
۱۵۲/۰  ۸۷۵/۰  ۱۲۵/۰  ۳۲  ۳۴  ۴  ۴  [ , )7 8  
۱۳۳/۰  ۸۷۵/۰  ۱۲۵/۰  ۲۴  ۲۶  ۴  ۳  [ , )8 9  
۰۰۰/۰  ۰۰۰/۰  ۰۰۰/۱  ۱۹  ۱۹  ۰  ۱۹  [ , )∞9  

  

  مير-دگر كپلنر برآو ۴. ۷
ها  برآورد ناپارامتر  تابع قابليت اعتماد استفاده از برآوردگر معروف  يكي ديگر از روش

شوند، ممكن است از سمت  در اين روش واحدهايي كه وارد آزمايش مي. مير است-كپلن
فرض كنيد .  استIIوع به ويژه اين روش شيوه سانسور متناظر با سانسور ن. راست سانسور شوند

n واحد را در زمان t = همچنين فرض كنيد كه زمان شكست . كنيم  وارد آزمايش مي0
ktواحدها  t t< < <1 2 L ( )k n≤اين بدين معني است كه ممكن است در زمان .  باشدit 

 تعداد in و itها در زمان   تعداد شكستifفرض كنيد .  باشيم بيش از يك شكست داشته
 it واحدهايي كه در زمان يعني تعداد( در معرض خطر هستند itواحدهايي باشند كه در زمان 

كنيم كه سانسورها در زمان  همچنين اين فرض را اضافه مي). اند اند و سانسور نيز نشده هنوز سالم
بگيريم كه مقادير  را طول عمر يك واحد در نظر Tاگر . افتد  اتفاق ميitبلافاصله بعد از 

, , ,kt t t2 توجه كنيد كه اين فرض معادل با اين است كه متغير تصادفي (كند   را اختيار مي…1
 را it در هر همسايگي  ايم يا به عبارت ديگر شكست  را گسسته در نظر گرفتهTپيوسته 

  .كنيم  را به صورت زير تعريف ميihآنگاه ) ايم  در نظر گرفتهitشكست در 
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ih) شكست بخوردitواحد مورد بررسي در | هنوز فعال استitواحد مورد بررسي در ( P=  

 

( | )
( ) , , , ,
( )

i i

i

i

P T t T t

P T t
i k

P T t

= = ≥
=

= =
≥

1 2 …
         

)توان نشان داد كه تابع قابليت اعتماد واحدها،  آنگاه مي )R tتوان به صورت زير نمايش  ، را مي
  داد
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روند   واحد از بين ميifاند و بلافاصله   واحد هنوز فعالit ،inبا توجه به اين كه در زمان 
   برابر است باitمقدار درستنمايي در 
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  بنابراين مقدار كل درستنمايي برابر خواهد شد با
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  در نتيجه لگاريتم تابع درستنمايي برابر است با
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   مساو  است باihشود كه برآوردگر درستنمايي ماكزيمم  بنابراين به راحتي ملاحظه مي
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)وردگر درستنمايي ماكزيمم دهد كه برآ و اين نتيجه مي )R tمساو  است با   
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شود  به راحتي ملاحظه مي. گويند مير تابع قابليت اعتماد مي-اين برآوردگر را برآوردگر كپلن
ˆها سانسور نشده باشند آنگاه  كه اگر هيچ يك از داده ( )R t به برآوردگر تجربي ارائه شده در 

  .شود تبديل مي) ۱  . ۷(
  مير-واريانس برآوردگر كپلن

بدين منظور از روش . كنيم مير را به طور تقريب برآورد مي-در اينجا واريانس برآوردگر كپلن
  كنيم همانطور كه ديديم دلتا استفاده مي
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  آوريم رفين اين رابطه به دست ميبا گرفتن لگاريتم از ط
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  ها صرفنظر كنيمihدر نتيجه اگر از وابستگي 
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  اما داريم
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  بنابراين 
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   دوباره از روش دلتا داريماز طرفي با استفاده
 

) روش دلتازا(  
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  در نتيجه
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ها   قطعه از يک نوع مفتول فلز  برا  اندازه گير  مقاومت آن۴۸در يک آزمايش   ۳   ,۷ مثال
آزمايش به ها در طول   تا  آن۷ قطعه ۴۸از اين  .اند در برابر کشش مورد استفاده قرار گرفته

ها   قدرت آنميزان   قطعه باقي مانده با موفقيت۴۱اما ) اند سانسور شده(اند  دلايلي از بين رفته
-برآورگر كپلنآمده است؛  ۴  . ۷در جدول از اين آزمايش حاصل ها   داده .مشاهده شده است

ليت اعتماد در برا  تابع قاب% ۹۵مير تابع قابليت اعتماد را بدست آوريد و يك فاصله اطمينان 
  .  تعيين كنيد۷/۵۲نقطه 

  ها  مقاومت مفتول فلز    داده۴. ۷جدول 

۳/۵۲  ۱/۵۲  ۹/۵۱  ۸/۵۰  ۱/۵۰  ۹/۴۹  ۹/۴۳  ۷/۴۱  ۳/۳۶  
۱/۵۴  ۹/۵۳  ۹/۵۳  ۶/۵۳  ۶/۵۳  ۱/۵۳  ۷/۵۲  ۶/۵۲  ۳/۵۲  
۱/۵۶  ۰/۵۶  ۹/۵۵  ۴/۵۵  ۱/۵۵  ۸/۵۴  ۸/۵۴  ۴/۵۲  ۶/۵۴  
۱/۵۸  ۸/۵۷  ۷/۵۷  ۳/۵۷  ۱/۵۷  ۷/۶۰  ۸/۵۷  ۹/۵۶  ۵/۵۶  

        ۴/۶۰  ۶/۵۹  ۱/۵۹  ۰/۵۹  ۹/۵۸  

  مقادير مشاهده
  شده

  مقادير سانسور شده  ۸/۲۶  ۶/۲۹  ۴/۳۳  ۰/۳۵  ۰/۴۰  ۹/۴۱  ۵/۴۲    
  

مقدار برآورد واريانس در نقطه آيد و در نتيجه   به دست مي۵   . ۷ با اندكي محاسبه جدول .حل
ˆ ( )R 52    برابراست با /7
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ˆبرا  % ۹۵لذا فاصله اطمينان  ( )R 52   برابر است با  /7
 



( , )0 54 0 83/ /  
 

 قابليت اعتماد بينداشته باشند  ۷/۵۲مطمئن هستيم اگر اين قطعات بخواهند قدرتي بيش از % ۹۵
  . است۸۳/۰ و ۵۴/۰

)ن   محاسبات لازم برا  به دست آورد۵. ۷جدول  )ˆ ˆ ( )V R 52 7/  

( )
i

i i i

f
n n f−

  ˆ ( )R t  i

i

f
n

−1  
if  in  it  i  

۰۰۰۰/۰  ۰۰۰۰/۱  ۰۰۰۰/۱  ۰  ۴۸  ۰/۰  ۰  
۰۰۰۵/۰  ۹۷۷۳/۰  ۹۷۷۳/۰  ۱  ۴۴  ۳/۳۶  ۱  
۰۰۰۶/۰  ۹۵۴۰/۰  ۹۷۶۲/۰  ۱  ۴۲  ۷/۴۱  ۲  
۰۰۰۷/۰  ۹۲۹۵/۰  ۹۷۴۴/۰  ۱  ۳۹  ۹/۴۳  ۳  
۰۰۰۷/۰  ۹۰۵۱/۰  ۹۷۳۷/۰  ۱  ۳۸  ۹/۴۹  ۴  
۰۰۰۸/۰  ۸۸۰۶/۰  ۹۷۳۰/۰  ۱  ۳۷  ۱/۵۰  ۵  
۰۰۰۸/۰  ۸۵۶۲/۰  ۹۷۲۲/۰  ۱  ۳۶  ۸/۵۰  ۶  
۰۰۰۸/۰  ۸۳۱۷/۰  ۹۷۱۴/۰  ۱  ۳۵  ۹/۵۱  ۷  
۰۰۰۹/۰  ۸۰۷۲/۰  ۹۷۰۶/۰  ۱  ۳۴  ۱/۵۲  ۸  
۰۰۲۰/۰  ۷۵۸۳/۰  ۹۳۹۴/۰  ۲  ۳۳  ۳/۵۲  ۹  
۰۰۱۱/۰  ۷۳۳۸/۰  ۹۶۷۷/۰  ۱  ۳۱  ۳/۵۲  ۱۰  
۰۰۱۱/۰  ۷۰۹۴/۰  ۹۶۶۷/۰  ۱  ۳۰  ۴/۵۲  ۱۱  
۰۰۱۲/۰  ۶۸۴۹/۰  ۹۶۵۵/۰  ۱  ۲۹  ۷/۵۲  ۱۲  
۰۰۱۳/۰  ۶۶۰۵/۰  ۹۶۴۳/۰  ۱  ۲۸  ۱/۵۳  ۱۳  

توانيم از برآورد  رد كرديم، ميمير برآو-هنگاميكه تابع قابليت اعتماد را با استفاده از روش كپلن
ˆ ( )R tها از توزيع   جهت بررسي اين كه دادهIFR ( )DFRبه عبارت . اند استفاده كنيم  آمده
)تر، اگر  دقيق )R tها  قبل ديديم،  ر فصل يك تابع بقا باشد آنگاه همانطور كه د( )R t تابع 

) IFRبقا  يك توزيع  )DFR است اگر و تنها اگر ln ( )R t− از ) مقعر( يك تابع محدب
tبنابراين هنگاميكه .  باشدˆ ( )iR t ،, , ,i k= 1 2 lnˆ، را محاسبه كنيم و نمودار … ( )iR t− را 

باشد آنگاه به ) مقعر(كنيم اگر اين نمودار شكل تقريبي يك تابع محدب   رسم ميitدر مقابل 
) IFRت بررسي يك توزيع گيريم كه توزيع طول عمر تح طور تقريب نتيجه مي )DFR 
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. طبيعي است اگر نمودار به تقريب خطي باشد آنگاه توزيع طول عمر نمايي خواهد بود. است
  .تر شدن مطلب مثال زير را در نظر بگيريد برا  روشن

  
در زمان .  در اتومبيل نصب شده است)ABS(نوعي سيستم ترمز اتوماتيك   ۴   . ۷ مثال

علاوه بر . كنيم  مقدار كيلومتر  را كه اتومبيل حركت كرده است را ثبت ميABSشكست 
ها يا بر اثر تصادف از آزمايش خارج  ها به دليل نقص در ديگر قسمت آن بعضي از اتومبيل

ها  حاصل و برآورد كپلن مير آنها  داده. شوند ا  آنها نيز ثبت ميشوند كه مقدار كيلومتره مي
  . اند نيز در جدول زير آمده

  ها  مربوط به سيستم ترمز اتوماتيك   داده۶. ۷جدول 
ˆln ( )iR t−  ˆ ( )iR t  in  شماره شكست  كيلومتر  
۰۲/۰  ۹۸۰/۰  ۵۰  ۳۲۲۰  ۱  
۰۴/۰  ۹۶۰/۰  ۴۹  ۶۲۵۰  ۲  
۰۶/۰  ۹۳۹/۰  ۴۶  ۱۲۶۶۰  ۳  
۰۹/۰  ۹۱۶/۰  ۴۲  ۱۵۶۱۰  ۴  
۱۱/۰  ۸۹۲/۰  ۳۹  ۲۲۹۸۰  ۵  
۱۴/۰  ۸۶۶/۰  ۳۵  ۲۷۵۷۰  ۶  
۱۷/۰  ۸۴۱/۰  ۳۴  ۳۰۸۰۰  ۷  
۲۰/۰  ۸۱۳/۰  ۳۰  ۳۳۴۶۰  ۸  
۲۴/۰  ۷۸۳/۰  ۲۷  ۳۸۵۰۰  ۹  
۲۸/۰  ۷۵۲/۰  ۲۵  ۴۱۲۹۰  ۱۰  
۳۳/۰  ۷۱۶/۰  ۲۰  ۴۴۸۷۰  ۱۱  
۴۰/۰  ۶۷۰/۰  ۱۶  ۵۰۰۷۰  ۱۲  

  
lnˆشكل زير نمودار  ( )iR t−  را در مقابلit دهد كه با توجه  نمودار نشان مي.  نشان مي دهد

 . استIFRها توزيعي  به محدب بودن نقاط توزيع داده



  
    نمودار برآورد نرخ خطر تجمعي سيستم ترمز سيستماتيك ۳. ۷شكل 

  
   برا  بررسي رفتار تابع نرخ خطرTTTل   تبدي۵. ۷

 ديديم، ملاكي جهت بررسي رفتار تابع نرخ خطر، استفاده ۲   . ۷همانطور كه در بخش 
ˆln ( )R t− است كه در آن ˆ ( )R t  برآورد ناپارامتر ( )R tدر اين بخش يك روش . اشدب  مي

زمان كل آزمايش "كنيم كه در آن از كميت  نسبتاً بهتر برا  رفتار تابع نرخ خطر ارائه مي
( )TTT شود  معرفي شد استفاده مي۱  .  ۱  . ۵ كه در بخش .  

) توزيع آن  يك متغير تصادفي طول عمر باشد كه تابعTفرض كنيد  )F t تابع قابليت اعتماد ،
)آن  )R t و تابع نرخ شكست آن ( )h tبه ازا  مقادير .  است[ , ]u∈ 0  معكوس تابع توزيع 1

)كه با  )F u−1شود  زير تعريف ميدهيم به صورت  نمايش مي.  
 

{ }( ) min , ( )F u t F t u− = >1  
 

λ نمايي با نرخ خطر Tبرا  مثال اگر توزيع طول عمر متغير  = 0  باشد آنگاه /01
( )F =75 0 ) و بنابراين /52 )F =0 52 75/.  

  . نرخ خطر بر مبنا  تعريف زير استملاك بررسي رفتار تابع
تبديل زمان كل .  باشدµ دارا  ميانگين متناهي F  فرض كنيد تابع توزيع ۱  . ۷تعريف 
)آزمايش  )TTT F كه با ،( )H uشود دهيم به صورت زير تعريف مي  نمايش مي.  
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۲۱۲
( )

( ) ( )
F u

H u R x dx
−

= ∫
1

0
 

 

λ دارا  توزيع نمايي با Tبرا  مثال اگر  = 0    باشد آنگاه/01
 

( )

( ) ( )
F

x

H R x dx

e dx

e

−

−

−

=

=

−
=

=

∫

∫

1 0 52

0
75

0 01

0
0 01 75

0 52

1
0 01

52 76

/

/

/ *

/

/
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) يعني TTTتابع تبديل  )H uها جهت بررسي رفتار   دارا  دو خاصيت مهم است كه از آن
( )h tها را  كنيم و جزئيات اثبات آن اين دو خاصيت را بدون اثبات مطرح مي. كنيم  استفاده مي

  . كنيم به خواننده واگذار مي
)همواره داريم ) ۱ )H µ=1  
)مشتق تابع ) ۲ )H u در نقطه ( )u F t=يعني .  برابر است با عكس تابع نرخ خطر  

 

( )
( )

( )u F t

d
H u

du h t=
=

1  
 

)از آنجايي كه معيار  )H uگير  بستگي دارد، معمولاً آن را بر   به مقياس اندازه( )H  تقسيم 1
معيار جديد را كه . گير  بستگي نداشته باشد كنند تا معيار  به دست آيد كه به مقياس اندازه مي
)با  )M uدهيم تبديل   نمايش ميTTTبنابراين .  مقياس شده گويند( )M u،برابر است با   

 

( )( )
( )
( )

H u
M u

H
H u

µ

=

=

1  

 

)توجه كنيد  )M =0 ) و 0 )M =1 1.  
  با توجه به اين تعريف داريم

 

( )
( ( ))

d
M u

du h F uµ −= 1
1  



 

)اكنون نحوه استفاده از  )M u را جهت بررسي رفتار تابع ( )h tفرض كنيد . كنيم  ارائه مي
)متغير تحت بررسي نمايي با تابع نرخ خطر  )h t λ=در اين صورت.  است  

 

( )
( ( ))

d d
M u

du du h F uµ

λ
λ

−=

=
⋅

=

1
1

1
1

1

 

 

)بنابراين هنگامي كه توزيع تحت بررسي نمايي است،  )M u يك تابع خطي است كه ضريب 
  اگر تابع نرخ خطر تابعي صعود  از زمان باشد، آنگاه تابع .  بالعكسباشد و  مي۱زاويه آن 

 

( )
( ( ))

d
M u

du h F uµ −= 1
1  

 

) است و بنابراين در اين حالت uتابعي نزولي از  )M u يك تابع مقعر خواهد بود و بالعكس 
)اگر  )M u  مقعر باشد آنگاهh تابعي صعود  از t است و توزيع IFRبه طور .  خواهد بود

)مشابه اگر  )h t تابعي نزولي از زمان باشد آنگاه ( )M uعكس اگر  محدب است و بال( )M u 
  . استF ،DFRمحدب باشد، توزيع 

  پس به طور خلاصه نتايج زير را داريم،
)اگر ) الف )M u باشد، ۱ تابعي خطي با ضريب زاويه Fت نمايي اس.  
)اگر ) ب )M u از ) محدب( تابعي مقعرu باشد آنگاه F IFR ( )DFRاست .  

 امكان پذير نيست و لذا بايد TTTتبديل  مجهول است محاسبه Fدر عمل با توجه به اينكه 
كنيم و سپس تابع   اختيار ميFبدين منظور يك نمونه تصادفي از . آن را از نمونه برآورد كرد

همانطور كه ديديم . يمكن  معرفي كرديم محاسبه مي۱  . ۷ را كه در بخش F̂توزيع تجربي 
ˆ ( )F tبه صورت زير ارائه شد   

 

ˆ ( ) , j j

j
F t t t t

n += ≤ < 1  
 

,، jtكه در آن  , ,j n= 1 2  را TTTحال تبديل . ، مقادير مرتب شده نمونه تصادفي هستند…
ˆبرا   ( )F tطبق تعريف اين تبديل كه با . كنيم  محاسبه ميĤدهيم برابر است با  نمايش مي  
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۲۱۴
ˆ ( )

ˆ ˆ( ) ( )
F u

H u R x dx
−

= ∫
1

0
 

 

ˆكه در آن  ˆ( ) ( )R x F x= ˆنكته جالب توجه اين است كه محاسبه . 1− ( )H u در نقطه 
j

u
n

شود  يعني نشان داده مي. شود ام ميj منجر به تابعي از زمان كل آزمايش تا شكست =
  كه،

 

ˆ ( ) ( )j

j
H T t

n n
=

1  
 

  كه در آن
 

( ) ( )

( )( )

j

k j
k

j

k k
k

T j t n j t

n k t t

=

−
=

= + −

= − + −

∑

∑
1

1
1

1
 

 

jدهيم در نقطه   نمايش ميM̂بند  شده كه با  مقياس TTTبنابراين برآورد تبديل 
u

n
= 

  برابر خواهد شد با
 

ˆ ( ) ( )
ˆ ( ) ˆ ( ) ( )

( )
, , , , .

( )

j

n

j

n

j
H T t

n nM u
H T t

n
T t

j n
T t

= =

= =

1

11

1 2 …

 

 

ˆبرا  بررسي رفتار تابع نرخ خطر كميت  ( )j
M

n
ابتدا نمودار زوج . دهيم  را ملاك قرار مي

,ˆنقاط  ( )j j
M

n n
 
 
 

, را به ازا   , ,j n= 1 2   آنگاه،. كنيم  را رو  صفحه مختصات رسم مي…
yها حول خط  اگر نمودار داده) الف x=باشد و تابع نرخ ثابت، توزيع نمايي است  .  
yها بالا  خط  اگر نمودار داده) ب x=  باشد و تابعي مقعر باشد آنگاه توزيعIFRاست .  
yها پايين خط  اگر نمودار داده) ج x= باشد و تابعي محدب باشد آنگاه توزيع DFRاست  .  



در متون . تر است ر باشد نتيجه به مقدار واقعي نزديك بيشتnطبيعي است كه هر چقدر اندازه 

,ˆشود كه نمودار  تر ثابت مي پيشرفته ( )j j
M

n n
 
 
 

n، هنگامي كه  → ، به سمت نمودار ∞
  تابع 

 

( )

( ) ( ) ,
F u

M u R x dx u
µ

−

= ≤ ≤∫
1

0

1 0 1  
 

  .اكنون مثال زير را در نظر بگيريد. كند ميل مي
 زمان شكست يك ماشين برحسب ساعت است كه بر اساس ۷  . ۷فرض كنيد جدول   ۵   . ۷ مثال
رفتار تابع نرخ . اند به دست آمده است  تايي از اين ماشين كه در آزمايش قرار گرفته۲۰ا   نمونه

  . خطر را بررسي كنيد
  ها  زمان شكست ماشين   داده۷. ۷جدول 

it  i  it  i  
۰۱/۶۸  ۱۱  ۵/۴  ۱  
۳/۹۲  ۱۲  ۲/۸  ۲  
۱/۹۹  ۱۳  ۶/۸  ۳  
۸/۱۰۷  ۱۴  ۱۴  ۴  
۱/۱۲۰  ۱۵  ۰۱/۱۳  ۵  

۱۲۳  ۱۶  ۳۲  ۶  
۷/۱۲۴  ۱۷  ۴۸  ۷  
۱/۱۲۹  ۱۸  ۱/۵۹  ۸  
۶/۱۳۰  ۱۹  ۷/۶۰  ۹  
۲/۱۳۱  ۲۰  ۳/۶۲  ۱۰  
jر بايست مقادي  ابتدا مي.حل

n
ˆ و  ( )j

M
n

 اين مقادير را ارائه ۸  . ۷جدول .  را به دست آوريم
yها بالا  خط  نمودار داده. كنيم  را رسم مي۴   . ۷كند و با استفاده از اين مقادير شكل  مي x= 

   استIFRر نتيجه توزيع قرار گرفته است و تابعي مقعر است د

,ˆ  محاسبه ۸. ۷جدول  ( )j j
M

n n
 
 
 
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۲۱۶

ˆ ( )j
M

n
  j

n
  j  ˆ ( )j

M
n

  j
n

  j  
۶۸۹۶/۰  ۵۵/۰  ۱۱  ۰۶۲۷/۰  ۰۵/۰  ۱  
۸۴۱۸/۰  ۶۰/۰  ۱۲  ۱۱۱۶/۰  ۱۰/۰  ۲  
۸۷۹۷/۰  ۶۵/۰  ۱۳  ۱۱۶۶/۰  ۱۵/۰  ۳  
۹۲۲۱/۰  ۷۰/۰  ۱۴  ۱۸۰۵/۰  ۲۰/۰  ۴  
۹۷۳۵/۰  ۷۵/۰  ۱۵  ۱۶۹۵/۰  ۲۵/۰  ۵  
۹۸۳۶/۰  ۸۰/۰  ۱۶  ۳۶۷۸/۰  ۳۰/۰  ۶  
۹۸۸۳/۰  ۸۵/۰  ۱۷  ۵۲۳۸/۰  ۳۵/۰  ۷  
۹۹۷۵/۰  ۹۰/۰  ۱۸  ۶۲۴۲/۰  ۴۰/۰  ۸  
۹۹۹۶/۰  ۹۵/۰  ۱۹  ۶۳۷۶/۰  ۴۵/۰  ۹  
۰۰۰۰/۱  ۰۰/۱  ۲۰  ۶۴۹۹/۰  ۵۰/۰  ۱۰  

  
,ˆ  نمودار ۴. ۷شكل  ( )j j

M
n n

 
 
 

  

 واحد nفرض كنيد . توان به كار برد ها سانسور شوند نيز مي روش فوق را برا  حالتي كه داده
tرا در زمان  = ) شكست rفرض كنيد آزمايش بعد از . كنيم يش مي وارد آزما0 )r n≤ 



)خاتمه پيدا كند و  )n r−در اين صورت زمان كل آزمايش .  واحد باقيمانده سانسور شوند
  برابر خواهد شد با 

 

( ) ( )
j

r k r
k

T x x n j x
=

= + −∑
1

 
 

,ˆسي رفتار تابع نرخ خطر، نمودار حال جهت برر ( )j j
M

n n
 
 
 

, را به ازا   , ,j r= 1 2  رسم …
  كنيم كه در آن  مي

 

( )
( ) , , , , .

( )
j

r

T xj
M j r

r T x
= = 1 2 …  

 

بايد توجه . كنيم ها  كامل ارائه كرديم عمل مي آنگاه بر اساس دستور العملي كه برا  داده
بدين معني كه هر چقدر .  استrشود متأثر از مقدار   كه اتخاذ ميداشت كه در اينجا تصميمي

rرود  بيشتر باشد دقت تصميم بالاتر مي .  
ها از   اول را مشاهده كرده و بقيه داده  داده۱۵ اگر فرض كنيم كه تنها ۵  . ۷در مثال   ۶. ۷ مثال

  توان گفت؟ ها چه مي ست سانسور شوند، در مورد رفتار تابع نرخ خطر دادهپانزدهمين شك
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۲۱۸

    مسايل۶. ۷
t نوع ترانزيستور را در زمان ۲۰  .۱ = ها را  ايم و زمان شكست آن  وارد آزمايش كرده0

  .نتايج زير حاصل شده است. ايم برحسب روز ثبت كرده
۲۶ ،*۲۵ ،۲۵ ،۲۳ ،۲۳ ،*۲۱ ،۲۱ ،۲۰ ،۲۰ ،*۱۹ ،۱۶ ،۱۲،  ۱۱ ،*۱۰ ،*۹ ،۹،  *۷ ،۷ ،۷ ،۷  

  .دهند ها  سانسور را نشان مي  مشخص شده زمان*كه در آن اعداد  كه با 
  .مير تابع قابليت اعتماد را به دست آوريد-برآوردگر كپلن) الف
ˆبرا  % ۹۵يك فاصله اطمينان ) ب ( )R   .  تعيين كنيد11

 

t واحد الكتريكي از يك نوع محصول در زمان ۱۵  فرض كنيد .۲ =  وارد آزمايش شده و 0
  باشد، زمان شكست واحدها برحسب ساعت به صورت زير مي

*۳۴ ،*۳۴ ،۳۳ ،۳۱ ،۲۷ ،۲۵ ،۲۳ ،۲۳ ،*۲۱ ،*۲۱ ،۱۸ ،۱۷،  ۱۵ ،*۱۲ ،۱۱  
  .ا به دست آوريدمير تابع قابليت اعتماد ر-برآوردگر كپلن) الف
ˆبرا  % ۹۵يك فاصله اطمينان ) ب ( )R   . تعيين كنيد17

 

ها   ايم، زمان  واحد از يك نوع لامپ الكتريكي را در يك آزمون طول عمر قرار داده۲۷۰  .۳
  . ها در جدول زير آمده است ها روزانه بوده و نتايج بررسي بازرسي لامپ

  

تعداد 
سانسورها 

)ic(  in  
تعداد 
ها  شكست

)if(  

ها  بازه
برحسب 
  روز

۰  ۲۷۰  ۲۵  [ , )0 1  
۵  ۲۴۵  ۳۰  [ , )1 2  
۵  ۲۱۵  ۴۰  [ , )2 3  
۷  ۱۷۰  ۲۱  [ , )3 4  
۲  ۱۴۲  ۴۰  [ , )4 5  
۹  ۱۰۰  ۱۱  [ , )5 6  
۳  ۸۰  ۲۱  [ , )6 7  
۶  ۵۶  ۷  [ , )7 8  
۳  ۴۳  ۶  [ , )8 9  
۰  ۳۴  ۳۶  [ , )∞9  

  

  .عمر، تابع قابليت اعتماد را برآورد كنيدبا تكميل جدول ) الف



ˆنمودار ) ب ( )R tرا رسم كنيد  .  
 

 قطعه الكتريكي است كه در يك ۳۰ها  مربوط به زمان شكست    فرض كنيد جدول زير داده.۴
  . اند آزمون طول عمر به دست آمده

 

it  i  it  i  it  i  
۲۶/۸۸  ۲۱  ۲۱/۱۱۸  ۱۱  ۲۰/۲۱  ۱  
۹۶/۱۳۲  ۲۲  ۷۲/۱۹  ۱۲  ۳۰/۲۹  ۲  
۷۴/۱۶۹  ۲۳  ۲۹/۱۰۱  ۱۳  ۴۷/۷۱  ۳  
۲۳/۲۸  ۲۴  ۳۱/۶۷  ۱۴  ۳۱/۳۰  ۴  
۴۵/۷۷  ۲۵  ۳۱/۷۹  ۱۵  ۷۲/۴۹  ۵  
۱۹/۸۶  ۲۶  ۲۵/۴۷  ۱۶  ۳۹/۷۶  ۶  
۱۲/۱۲۲  ۲۷  ۱۱/۵۹  ۱۷  ۱۲/۱۰۳  ۷  
۹۰/۴۸  ۲۸  ۳۹/۱۱۷  ۱۸  ۲۷/۸۱  ۸  
۳۸/۷۳  ۲۹  ۲/۱۰۸  ۱۹  ۲۰/۹۳  ۹  
۴۶/۹۵  ۳۰  ۱۹/۷۱  ۲۰  ۲۱/۱۱۱  ۱۰  

 

)تابع قابليت اعتماد ) الف )R tرا برآورد كنيد .  
)برا  % ۹۵يك فاصله اطمينان ) ب )R tتعيين كنيد  .  

 

  . دهد  واحد از نوعي موتور را نشان مي۲۵ها  زير زمان شكست مشاهده شده    داده.۵
۰۱/۶ ،۸۵/۵ ،۵۹/۵ ،۱۲/۵ ،۹۸/۴ ،۵۱/۴ ،۲۹/۴ ،۹۲/۳ ،۲۰/۳ ،۱۴/۳ ،۰۸/۳ ،۰۷/۳ ،۴۱/۲ ،۴۴/۰  

  . آزمايش در زمان شكست پانزدهمين موتور خاتمه پيدا كرده است
  .مير تابع قابليت اعتماد طول عمر موتور را به دست آوريد-كپلنبرآورد ) الف
ˆبرا  % ۹۵يك فاصله اطمينان ) ب ( )R   .  پيدا كنيد5

 

اند در نظر بگيريد و با استفاده از  ها  زير را كه از يك آزمون طول عمر به دست آمده   داده.۶
 را رسم كنيد و مشخص نماييد كه تابع نرخ خطر دارا  چه شكلي TTTها نمودار تبديل  داده
  .است

  
  
  



  هاي استنباط ناپارامتري در قابلیت اعتماد روش
  

۲۲۰

it  i  it  i  it  i  it  i  it  i  
۰/۱۷۱  ۴۱  ۰/۲۸۲  ۳۱  ۵/۳۳۵  ۲۱  ۷/۴۵۶  ۱۱  ۷/۶۳۵  ۱  
۰/۴۶۵  ۴۲  ۰/۱۷۳  ۳۲  ۸/۱۰۰  ۲۲  ۵/۴۵۹  ۱۲  ۱/۳۶۹  ۲  
۶/۲۵۴  ۴۳  ۲/۲۱۶  ۳۳  ۶/۴۵۳  ۲۳  ۰/۴۲۱  ۱۳  ۵/۳۱۲  ۳  
۸/۳۱۹  ۴۴  ۱/۲۰۴  ۳۴  ۹/۸۲  ۲۴  ۱/۳۰۶  ۱۴  ۱/۱۹۶  ۴  
۰/۲۸۵  ۴۵  ۲/۲۲۸  ۳۵  ۱/۳۵۶  ۲۵  ۳/۲۱۶  ۱۵  ۴/۷۲  ۵  
۳/۳۰۷  ۴۶  ۰/۵۲۹  ۳۶  ۰/۲۵۵  ۲۶  ۷/۱۸۰  ۱۶  ۲/۲۲  ۶  
۵/۳۱۸  ۴۷  ۲/۲۷۰  ۳۷  ۲/۳۰۲  ۲۷  ۷/۱۳۷  ۱۷  ۳/۳۰۲  ۷  
۸/۲۴۲  ۴۸  ۵/۱۱۷  ۳۸  ۶/۱۸۱  ۲۸  ۹/۱۵۹  ۱۸  ۴/۱۱۴  ۸  
۰/۴۵۸  ۴۹  ۳/۷۰  ۳۹  ۷/۹۳  ۲۹  ۴/۲۳۱  ۱۹  ۴/۶۸  ۹  
۹/۱۳۰  ۵۰  ۱/۹۳  ۴۰  ۶/۳۱۴  ۳۰  ۱/۲۰۳  ۲۰  ۰/۲۰۱  ۱۰  
  
 مشاهده اول را در دست ۲۵ فرض كنيد، به دليل اتمام آزمايش، تنها ۶ها  تمرين    برا  داده.۷

ها  سانسور شده جديد رسم كنيد و در مورد رفتار   را برا  دادهTTTنمودار تبديل . داريم
  . تابع نرخ خطر قضاوت كنيد

  
  



  

  
  
  

۷  
  
  

  نمودارها  احتمال
  
  

  مقدمه ۱ . ۸
در . ها  طول عمر هستند  به ويژه تحليل داده نمودارها  احتمال از ابزارها  مهم در تحليل داده

ها و همچنين چگونگي تحليل  اين فصل نمودارها  احتمال را معرفي كرده و نحوه ساختن آن
يكي از . ها  متعدد  دارند ا در عمل استفادهاين گونه نموداره. كنيم ها را ارائه مي بر اساس آن

هايي كه  بدين معني كه بر اساس داده. ها، بررسي كفايت يك مدل آمار  است كاربردها  آن
ها از يك  توان برا  بررسي اين كه آيا داده آوريم، نمودار احتمال را مي از جامعه به دست مي

رد ديگر اين گونه نمودارها، پس از تعيين كارب. اند به كار برد مدل خاص آمار  استخراج شده
از نقاط قوت نمودارها  احتمال . ها  توزيع آمار  است مدل، برآورد پارامترها و چندك

  . توان به موارد زير اشاره كرد مي
ها  ديگر استنباط آمار  ممكن است دارا   در مقابل روش. ساده و سريع بودن در استفاده )۱

  .ها مستلزم روش آمار  نسبتاً بيشتر  باشد ده از آنمحاسبات پيچيده و استفا
نمودارها  احتمال روشي ساده برا  بررسي كفايت يك توزيع، برآورد پارامترها  توزيع، ) ۲

  .كند ها  جمعه مورد بررسي فراهم مي ها و ديگر مشخصه چندك
ه به كار ها  سانسور شد ها  كامل و داده نمودارها  احتمال برا  هر دو حالت داده) ۳
  .روند مي
ها  استنباط پارامتر  قبل از به كار  توانند برا  بررسي فرضيات روش نمودارها  احتمال مي) ۴

  . هايي مفيد واقع شوند بردن چنين روش



توان به ذهني بودن  باشند كه از جمله مي هايي نيز مي اما در كنار چنين نقاط قوتي دارا  ضعف
ه ممكن است دو فرد برداشت متفاوتي از يك نمودار احتمال بدين معني ك. ها اشاره كرد آن

توان فاصله  همچنين از برآوردها  به دست آمده از روش نمودار احتمال نمي. داشته باشند
 نمودارها  احتمال را معرفي كرده و ۲   . ۸در اين فصل ابتدا در بخش . اطمينان به دست آورد
كفايت توزيع و برآورد پارامترها  توزيع مورد مطالعه قرار ها را برا  بررسي  نحوه استفاده از آن

اند به كار  ها كامل ها  معروف در حالتي كه داده سپس روش ارائه شده را در توزيع. دهيم مي
ها را در  كنيم و نحوه استفاده از آن  كاغذها  احتمال را معرفي مي۳  . ۸در بخش . خواهيم برد

ها  ارائه شده در   روش۴  . ۸سپس در بخض . كنيم را تشريح ميها كامل هستند  حالتي كه داده
  . دهيم ها سانسور شوند را مورد بررسي قرار مي ها  قبل را برا  حالتي كه داده بخش

  
  نحوه ساختن نمودار احتمال ۲ . ۸

 ناپارامتر  آن بر  يك تابع توزيع احتمال باشد، آنگاه برآوردF ديديم كه اگر ۷در فصل 
اساس يك نمونه تصادفي به صورت زير تعريف شد كه به آن برآوردگر تجربي تابع توزيع 

  . گويند مي
 

   هستندtتعداد مشاهداتي كه در نمونه كمتر يا مساو  
n  

ˆ ( )F t =  
 

,اگر  , ,nt t t2    مقادير مرتب شده نمونه باشند، آنگاه با توجه به اين تعريف داريم،…1
 

( )n i

i
F t

n
=  

 

i باشد با كميت itيعني احتمال اين كه طول عمر كمتر يا مساو  
n

در نظريه . شود  برآورد مي
ˆكند آنگاه  نهايت ميل مي  به سمت بيnشود كه هنگاميكه   مياحتمال ثابت ( )nF t به سمت 

( )F tكند بنابراين هر چه قدر حجم نمونه بيشتر باشد آنگاه   ميل ميˆ ( )nF t به ( )F t نزديك 
  ها  به اندازه كافي بزرگ نوشت، توان برا  حجم نمون پس به طور تقريب مي. خواهد شد

 

ˆ( ) ( ) , , , , .i n i

i
F t F t i n

n
= = 1 2; …  

 

  توان تقريب زير را نوشت، از اين رابطه مي
 

( ) , , , , .i

i
F t i n

n
− =1 1 2; …  

 



دهد و  شكيل مياين تساو  تقريبي دارا  يك پيام مهم است كه اساس نمودارها  احتمال را ت
, استخراج شده باشد و Fاگر نمونه تصادفي از توزيع : آن پيام اين است , ,nt t t2  را مقادير …1

)آنگاه انتظار داريم كه نقاط . مرتب شده نمونه در نظر بگيريم ) , i

i
F t

n
− 

 
 

1 ،, , ,i n= 1 2 …،  
بنابراين، به .  است۱گذرد و ضريب زاويه آن  حول يك خط راست قرار بگيرند كه از مبدأ مي

. توان كفايت يك مدل را بررسي كرد ايم كه با استفاده از آن مي ا  دست يافته راحتي به شيوه
. كنيم يك نمونه تصادفي از متغير طول عمر مورد نظر اختيار كرده و مقادير نمونه را مرتب مي

ها از آن  منديم آزمون كنيم كه آيا داده  يك توزيع مفروض باشد كه علاقهFكنيم  فرض مي
)برا  انجام اين كار نقاط . اند استخراج شده ) , i

i
F t

n
− 

 
 

 را رو  صفحه مختصات رسم 1
 و از مبدأ عبور ۱ويه آن اگر نقاط رسم شده حول يك خط راست باشند كه ضريب زا. كنيم مي
  . اند  آمدهFپذيريم كه داده از توزيع  كند آنگاه مي مي

 دارا  توزيعي باشد كه متعلق به خانواده tاكنون فرض كنيد كه متغير تصادفي طول عمر 
  اشد،يعني تابع توزيع آن به صورت زير ب. مقياس مكان است
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 مقدار  است كه به ازا  tفرض كنيد .  پارامتر مقياس استβ پارامتر مكان و αكه در آن 
  آن،

 

)۸ .   ۱                                                (( )t
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=  
 

  .۱ و ۰ مقدار  است بين pكه در آن 
 پيوسته Fها  قبل ديديم ريشه اين معادله راف در صورتي كه تابع توزيع  همانطور كه در فصل

 نمايش دهيم ptاگر اين ريشه را با . گويند توزيع ميام pو اكيد صعود  باشد چندك مرتبه 
  داريم،) ۱   . ۸(آنگاه از رابطه 

 

( )pt
F p

α
β
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  و يا
 



( )pt F pα β −= + 1  
 

) در مقابل ptدهد كه نمودار  اين نشان مي )F p−1 يك نمودار خطي است كه ضريب زاويه 
)با توجه به اين كه ( و βآن  )F− =1 0   . استαعرض از مبدأ ) 0

  توان نوشت،  باشد آنگاه ميF تابع توزيع تجربي متناظر با nFاكنون اگر 
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  و در نتيجه 
 

( )i

i
t F

n
α β −+ 1;  

 

,، itلذا اگر  , ,i n= 1 2  در it باشند، نمودار Fا  تصادفي از  ، مقادير مرتب شده نمونه…
)مقابل  )i

F
n

  . استβ و ضريب زاويه آن α يك نمودار خطي است كه عرض از مبدأ آن 1−
دهد كه با داشتن يك نمونه تصادفي چگونه  اين نتيجه، يك نتيجه مهم است كه نشان مي

را بررسي كرد و ثانياً در صورت ) مقياس-متعلق به خانواده مكان(ايت يك مدل توان اولاً كف مي
بدين منظور مراحل زير را مرتب . توان پارامترها  آن را برآورد نمود پذيرش مدل چگونه مي

) در مقابل F ،itكرده و برا  يك توزيع مفروض  )i
F

n
−1 ،, , ,i n= 1 2 . كنيم رسم مي ،…

اند و عرض از   آمدهFها از  پذيريم كه داده ها حول يك خط راست باشد مي اگر نمودار داده
. دهد  ارائه ميβ پارامتر  و ضريب زاويه آن برآورد  برا αمبدأ خط برآورد  برا  پارامتر 

اين روش از برآورد پارامترها كه به روش نمودار احتمال معروف است در اغلب نرم افزارها  
ها را وارد  روش كار نرم افزار بدين صورت است كه هنگاميكه داده. آمار  وجود دارد

توان به  بهترين خطي را كه مي) ه را ببينيدضميم(كنيم، نرم افزار از روش كمترين مربعات  مي
توان بررسي  ها مي در اينجا با نگاه به داده. كند ها رسم مي ها برازش داد تعيين و رو  داده داده

توان  اما برا  بررسي بهتر، مي. ها واقعاً حول خط برازش داده شده هستند يا خير كرد كه آيا داده
در خروجي نرم افزار در كنار نمودار احتمال رسم شده كميتي . از خروجي نرم افزار استفاده كرد

 تابعي از مجموع مربعات فاصله بين نقاط و Rمربع . گويند  ميRشود كه به آن مربع  ظاهر مي



]باشد كه مقدار آن در فاصله   شده مي خط برازش داده , ]0  به Rهر چه قدر مقدار مربع .  است1
ترند و مدلي كه برازش  دهد كه نقاط رسم شده به خط برازش نزديك تر باشد نشان مي  نزديك۱

  . تر بوده است ايم مناسب داده
 توجه به در اينجا لازم است به اين نكته نيز اشاره كنيم كه رسم  نقاط رو  صفحه مختصات با

)اين  )n
F

n
− = برا  پرهيز از اين مشكل به جا  استفاده از مقدار . شويم  با مشكل روبرو مي1∞

i
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i، از مقدار 

i
p

n
=

+ در متون . گويند كه به آن موقعيت نمودار مي. كنند  استفاده مي1
يكي از . شود ا  ديگر  نيز برا  موقعيت نمودار پيشنهاد ميه قابليت اعتماد، صورت

iها به صورت  ترين آن متداول

i
p

n
−

=
0 در ادامه اين بخش، ما موقعيت نمودار را به .  است/5

iصورت 

i
p

n
=

+ 1 ،, , ,i n= 1 2   . گيريم ، در نظر مي…
,فرض كنيد  , ,nt t t2  مقادير مرتب شده، مشاهدات يك نمونه تصادفي است كه از توزيع …1

( )t
F

α
β
ها  معروف  برا  رسم نمودار و برآورد پارامترها  توزيع.  گرفته شده است−

  . كنيم آمار  به صورت زير عمل مي
  نمودار احتمال توزيع نمايي

  يي باشد با تابع توزيع احتمال فرض كنيد توزيع مورد بررسي نما
 

( )( ) , , ,tF t e tλ θ θ θ λ− −= − > >1 0  
 

  مراحل تشكيل نمودار احتمال و برآورد پارامترها  توزيع احتمال به صورت زير است
lni را در مقابل itنقاط ) ۱

i
E

n
 = − − + 

1 1 ،, , ,i n= 1 2 ر برازش اگ. كنيم ، رسم مي…
  .مناسب باشد

۲ (λ و θشوند  به صورت زير برآورد مي.  
 

θ̂عرض از مبدأ  ۱   و  =
λ̂  ضريب زاويه =  

 

آزمون پس از . ايم ارد كرده مولد برق را در يك آزمون شتابنده و۲۰  فرض كنيد ۱  . ۸مثال 
  .اند شكست تمام مولدها خاتمه پيدا كرده و مشاهدات زير برحسب ساعت به دست آمده

۵/۷۱۱ ،۱۰۵۱ ،۹/۶۳۰۳ ،۶/۱۸۸۳،  ۳/۶۰۵۴،  ۷/۶۸۵۳ ،۹/۷۲۰۱ ،۸/۲۷۹ ،۱/۲۳۱۱،  ۵/۷ ،۶/۵۲۹۶ ،
۲/۸۴۸ ،۵/۹۰۶۸ ،۷/۱۰۶۰۹ ،۱/۵۹۲ ،۲/۱۶۵۷ ،۹/۵۶۳۷ ،۲/۲۹۵۱ ،۵/۱۴۲۵ ،۵/۱۲۱  



ها است؟ در صورت مثبت بودن  رسي كنيد كه آيا توزيع نمايي برازش مناسبي برا  دادهبر
  .پارامترها  توزيع را برآورد كنيد

شده است يعني   نمودار احتمال اين مقادير برا  توزيع نمايي نماش داده۱  . ۸  در شكل .حل
,، iE را در مقابل itمقادير مرتب شده  , ,i n= 1 2 رسد  از نمودار به نظر مي. كنيم ، رسم مي…

گذرد دارا  عرض از  ها مي خط كمترين مربعات كه از داده. برازش توزيع نمايي مناسب است
 و ۰ به ترتيب برابر با θ و λ است بنابراين برآورد ۴/۳۹۳۰ ضريب زاويه -۱/۱۰۳مبدأ 

  . است۰۰۰۲۵۴/۰

  
  ها  مولد برق   نمودار احتمال توزيع نمايي برا  داده۱  . ۸شكل 
  ها  وايبل و مقدار غايي نمودار احتمال توزيع

  فرض كنيد توزيع طول عمر مورد بررسي وايبل با تابع توزيع زير باشد
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  در اين صورت
۱ (ln it را در مقابل ln lni

i
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1   .كنيم  رسم مي1

   با استفاده از معادله خط عبارتند ازβ و λبرآورد پارامترها  ) ۲
 

۱  
β̂ ˆ-)عرض از مبدأ(  و  = eλ =  



  ضريب زاويه
 

يك نوع قطعه هواپيما باشد ) برحسب سال(  فرض كنيد مشاهدات زير، زمان شكست ۲  . ۸مثال 
  . اند كه در يك آزمون طول عمر به دست آمده

۷۷/۵ ،۰۳/۵ ،۵/۴ ،۱/۴ ،۳/۳ ،۰/۳ ،۵/۲،  ۷۶/۱ ،۵۴/۱ ،۳۳/۱،  ۳۲/۱،  ۱،  ۸۸/۰،  ۵/۰ ،۲۲/۰  
توان پذيرفت كه توزيع طول عمر قطعات وايبل است؟ در صورت مثبت بودن پارامترها   يا ميآ

  . توزيع را برآورد كنيد
با توجه به اينكه .  ارائه شده است۲  . ۸ها برا  توزيع وايبل در شكل    نمودار احتمال داده.حل

 نزديك ۱ است كه به مقدار ۹۸۶/۰ مقدار Rنقاط حول خط برازش شده است و مقدار مربع 
خط برازش داده شده دارا  . ها مدلي مناسب است رسد مدل وايبل برا  داده است به نظر مي
 به β و λبنابراين برآورد پارامترها  .  است۸۶۲/۰ و ضريب زاويه ۰۲۳/۱عرض از مبدأ 

  .  است۱۶/۱ و ۳۶/۰ب ترتي

  
  ها  قطعه هواپيما   نمودار احتمال توزيع وايبل برا  داده۲. ۸شكل 

  اگر توزيع طول عمر توزيع مقدار غايي با تابع توزيع زير باشد،
 

( ) ,
t

eF t e t
µ

σ
− 

 
 −= − − ∞ < < ∞1  

 

  . دهيم  مراحل زير را انجام ميσ و µآنگاه جهت رسم نمودار احتمال و برآورد پارامترها  



۱ (it را در مقابل ln lni

i
W

n
  = − −  +  

1   كنيم  رسم مي1

زش داده شده  به ترتيب عبارت از عرض از مبدأ و ضريب زاويه خط براσ و µبرآوردها  ) ۲
  . خواهند بود

  ها  نرمال و لگ نرمال نمودار احتمال توزيع
)فرض كنيد توزيع مورد نظر نرمال  , )N µ σ   در اين حالت مراحل زير را انجام دهيد،.  باشد2

۱ (it را در مقابل i

i
Z

n
−  = Φ  + 

1

1،  , , ,i n= 1 2 )، رسم كنيد كه در آن … )Φ  تابع ⋅
  . توزيع نرمال استاندارد است

 به ترتيب برابر با عرض از مبدأ و ضريب زاويه خط برازش داده خواهند σ و µبرآوردها  ) ۲
  .بود

  ر لگ نرمال با توزيع در صورتي كه توزيع طول عم
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  باشد آنگاه مراحل رسم نمودار احتمال به صورت زير است،
۱ (ln it را در مقابل i

i
Z

n
−  = Φ  + 

1

1 ،, , ,i n= 1 2   .كنيم ، رسم مي…

 به ترتيب برابر با عرض از مبدأ و ضريب زاويه خط برازش داده σ و µبرآوردها  ) ۲
  .باشد مي

را نشان ) برحسب ميليون دور( بلبرينگ ۲۳ها  زير زمان شكست مرتب شده    داده۳  .  ۸مثال 
  .اند دهد كه در يك آزمايش طول عمر به دست آمده مي
۸۸/۱۷ ،۹۲/۲۸ ،۰۰/۳۳ ،۵۲/۴۱،  ۱۲/۴۱ ،۶۰/۴۵ ،۴۰/۴۸ ،۸۴/۵۱ ،۹۵/۵۱،  ۱۲/۵۴ ،۵۶/۵۵ ،
۸۰/۶۷ ،۶۴/۶۸،  ۶۴/۶۸،  ۱۲/۸۴ ،۱۲/۹۳،  ۶۴/۹۸ ،۱۲/۱۰۵ ،۹۲/۱۲۷ ،۰۴/۱۲۸ ،۴۰/۱۷۳  

ها لگ نرمال است؟ در صورت مثبت بودن  توان پذيرفت كه توزيع طول عمر بلبرينگ آيا مي
  . جواب پارامترها  توزيع را برآورد كنيد

ln)سم نقاط   با ر.حل , )i it Z ،, , ,i = 1 2 با توجه به قرار . آيد  به دست مي۳   . ۸، شكل …23
توان پذيرفت كه توزيع طول عمر   ميRگرفتن نقاط حول خط برازش داده شده و مقدار مربع 

 به ترتيب برابر با عرض از مبدأ و ضريب زاويه σ و µبرآوردها  . ها لگ نرمال است بلبرينگ
  .باشد  مي۴۳۳/۵ و ۳۹۹/۰خط برازش داده يعني 



  
  ها  طول عمر بلبرينگ   نمودار احتمال توزيع لگ نرمال برا  داده۳. ۸شكل 

همراه مختصات مورد نياز برا  رسم  خلاصه مطالب ارائه شده در اين بخش به ۱  . ۸جدول 
دهد كه در آن فرض  نمودار احتمال و برآورد پارامترها  چند توزيع مهم ديگر را نشان مي

  .باشد ها مي  عرض از مبدأ خط برازش داده شده به دادهb ضريب زاويه و aايم  كرده
  
   پارامترها با استفاده از كاغذ احتمال برآورد۳ . ۸

توانيم كفايت يك مدل آمار  را   مشاهده ميnدر بخش گذشته ديديم كه چگونه با داشتن 
در آنجا فرض بر اين بود كه با داشتن مشاهدات . بررسي كرده و پارامترها  آن را برآورد كنيم

)ها را در مقابلي  مرتب شده آن )i
F

n
 توزيع مفروضي است Fكرديم كه در آن   رسم مي1−

. معمولاًٌ در انجام اين كار نياز به استفاده از يك نوع نرم افزار است. ايم كه از قبل حدس زده
سم كرده، توان نمودار احتمال را ر يك روش ديگر كه در آن نياز به نرم افزار نيست و مي

كاغذها  احتمال به طور وسيعي در كاربردها  مهندسي مورد . استفاده از كاغذ احتمال است
ها،  ها  مختلف، با توجه به خصوصيات آن اينگونه كاغذها برا  توزيع. گيرند استفاده قرار مي
متناظر در اين گونه كاغذها، محور افقي . باشند اند و از منابع مختلف در دسترس مي طراحي شده

با زمان است و محور عمود  متناظر با تابع توزيعي است كه كاغذ بر اساس آن طراحي شده 
  .كنيم ها را با ارائه يك مثال تشريح مي در ادامه نحوه استفاده آن. است



  ها  مختلف   خلاصه چگونگي رسم نمودار احتمال برا  توزيع۱ . ۸جدول 

  عتوزي  مختصات رسم نمودار  پارامتر  برآورد
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t واحد از يك نوع قطعه را در زمان ۶  فرض كنيد ۴  . ۸مثال  =  وارد آزمايش كرده و 0
  .اند ت زير به دست آمدهبه صور) برحسب ساعت(مشاهدات 

۷۵ ،۵۲ ،۱۲۰ ،۱۶،  ۳۴،  ۹۳  
اند يا خير و اگر جواب مثبت است  ها از توزيع وايبل آمده منديم بررسي كنيم آيا اين داده علاقه

  . پارامترها  توزيع را برآورد كنيم
ها را از كوچك به بزرگ  ابتدا داده. دهيم  برا  حل اين مثال مراحل زير را انجام مي. حل

يك راه تخمين . كنيم ا  هر يك از مشاهدات را محاسبه مي ميانه-كنيم و سپس رتبه مرتب مي



ا  استفاده از فرمول زير است كه در متون مختلف ارائه شده و برحسب درصد بيان  ميانه-رتبه
  . شود مي
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  .  مقدار مشاهدات استnرتب شده و  رتبه مشاهدات مiكه در آن 
ها در جدول  ا  آن ميانه-ها  شكست مرتب شده و رتبه  زمان ها  فوق، اكنون با توجه به داده

  .  ارائه شده است۲  . ۷
كنيم كه  ها  مشخص شده در جدول را رسم مي ه بر رو  يك كاغذ احتمال وايبل زوج داد

نتيجه . شوند ا  رو  محور عمود  كاغذ معين مي ميانه- محور افقي و رتبهزمان شكست رو 
پذيريم  اگر نقاط تقريباً رو  يك خط راست قرار بگيرند، مي.  آمده است۴  . ۸حاصل در شكل 

برا  برآورد پارامترها  توزيع به صورت زير عمل . ها از توزيع وايبل آمده است كه داده
  .كنيم مي

  ها  آزمايش قطعه ا  داده ميانه-به رتبه  محاس۲. ۸جدول 

  )ساعت(زمان شكست   %ا   ميانه-رتبه
۹۱/۱۰  ۱۶  
۴۴/۲۶  ۳۴  
۱۴/۴۲  ۵۳  
۸۶/۵۷  ۷۵  
۵۶/۷۳  ۹۳  
۱/۸۹  ۱۲۰  

  



  
    كاغذ احتمال توزيع وايبل۴  . ۸شكل 

  توجه كنيد كه برا  توزيع وايبل با تابع توزيع 
 

( )( ) , , ,tF t e t
βλ λ β−= − > >1 0 0  
 

ηدر نقطه 
λ

=
   داريم1

 

( )
( )F e

e

βλ
λη

−

−

= −

= −
=

1
1
1
0 63/

  

 

)، از نقطه βبرا  برآورد پارامتر . در كاغذ احتمال اين نقطه نقش مهمي دارد )F η = 0 63/ 
محور افقي كنيم تا  رو  محور عمود  خطي به موازات خط برازش داده شده به داده رسم مي

 مدِِّرج βمحل برخورد با خط افقي كه رو  آن مقادير  برا  . در بالا  كاغذ را قطع كند
  راβ مقدار ۴  . ۸در اين جا با توجه به نمودار . دهد  را به دست ميβمقدار برآورد  شده است،

β̂برابر با  = 1 ) از نقطه λبرا  برآورد . كنيم  برآورد مي/4 )F η = 0  خطي به موازات /63
سپس از محل تقاطع اين دو خط . كنيم تا خط برازش داده شده را قطع كند محور افقي رسم مي

η محل برخورد اين خط با خط افقي برآورد .كنيم خطي بر محور افقي عمود مي λ −=  را 1



ηدر اين مثال محور افقي در . آيد  به دست ميλدهد كه با معكوس كردن آن  ارائه مي = 76 
  بر خواهد شد با براλبنابراين برآورد . شود قطع مي

 

λ̂ = =
1 0 013176 /  

 

برا  . توانيم جهت محاسبه قابليت اعتماد در هر نقطه از زمان استفاده كنيم از كاغذ احتمال مي
tمثال برا  محاسبه قابليت اعتماد در نقطه  = ، در محور افقي از اين نقطه خطي مواز  محور 15

)نقطه حاصل . يم تا محور عمود  را قطع كندكن عمود  رسم مي )F دهد كه در   را نشان مي15
tبنابراين قابليت اعتماد در . ۰۹۸/۰اينجا برابر است با  =    مساو  خواهد شد با15

 

( )R = −
=

15 1 0 098
0 902

/
/  

  

  ر شدهها  سانسو   نمودار احتمال برا  داده۴ . ۸
ها  سانسور  ها  سانسور شده از راست برا  مثال داده روش رسم نمودارها  احتمال برا  داده

در اين حالت نمودار احتمال را برا  . كنيم ها  كامل عمل مي  كاملاً مشابه دادهII و Iشده نوع 
)يعني . كنيم ها داده شده است رسم مي هايي كه زمان شكست آن داده )it را در مقابل ( )i

F
n

−1 
,كنيم كه در آن  رسم مي , ,i r= 1 2  نيز تعداد nدهد و  ها را نشان مي  تعداد شكستr و …

nبرا  مثال اگر . كل مشاهدات است =  ۱۵ واحد در آزمايش قرار گيرند و زمان شكست 20
  . خواهد بود۳ .  ۸ها  نمودار به صورت جدول  واحد اول را مشاهده كنيم آنگاه موقعيت

  ها  نمودار در حالت سانسور از سمت راست   موقعيت۳. ۸جدول 
۲۰  ...  ۱۶  ۱۵  ۱۴  ...  ۲  ۱  i  
-  ...  -  t15  t14  ...  t2  t1  ( )it  
-  ...  -  15

22  14
22  ...  2

22  1
22  i

n +1  
  

) نقطه ۱۵در اينجا فقط  ) , ( )i

i
t F

n
− 

 + 
1

1،  , , ,i = 1 2 ها از  اگر داده. كنيم ، را رسم مي…15
يعني فقط . سانسور شوند نيز روش رسم نمودار مشابه است) يا هم از چپ و هم از راست(چپ 



  .ها رسم كنيد يك نمودار احتمال وايبل برا  اين داده) الف
  .ها رسم كنيد يك نمودار احتمال نمايي برا  اين داده) ب
  .تر است ها  الف و ب مناسب كدام مدل از مدل) ج
  .ميانگين، ميانه و انحراف استاندارد توزيع برازش داده شده را به دست آوريد) د
آزمايش به صورت شتابنده . ايم  زنگ هشدار يك نوع ساعت را وارد آزمايش كرده۱۲ . ۲

  .اند انجام و نتايج زير برحسب ماه به دست آمده
۵/۱۰۷ ،۱۰۶ ،۱۰۶ ،۷۶ ،۷۶،  ۵/۵۵ ،۵۵ ،۴۲ ،۳۶ ،۳۳/۳۳، ۵/۳۰   

  كند؟ ها كفايت مي آيا توزيع وايبل برا  اين داده) الف
  .اس توزيع را برآورد كنيدپارامترها  شكل و مقي) ب
  .ميانگين، ميانه و واريانس توزيع را برآورد كنيد) ج

 

 ارائه ۵  . ۸ درجه حرارت متفاوت در جدول ۳ نوع عايق الكتريكي در ۲ زمان از كار افتادگي . ۳
  . شده است

ها   ها را در درجه حرارت در دو كاغذ احتمال مجزا برا  هر يك عايق نمودار داده) الف
  .تلف رسم كنيدمخ
  .پارامترها  توزيع را در هر حالت برآورد كنيد) ب
  .آيا دو عايق اختلاف معنادار  با هم دارند) ج
  .  با هم مقايسه كنيد۲۰۰°دو نوع عايق را از نقطه نظر ميانه در دما  ) د

 

  ۱عايق   ۲عايق 
°۲۵۰  °۲۲۵  °۲۰۰  °۲۵۰  °۲۲۵  °۲۰۰  

۳۰۰  ۸۱۶  ۲۵۲۰  ۲۰۴  ۶۲۴  ۱۱۷۶  
۳۲۴  ۹۱۲  ۲۸۵۶  ۲۲۸  ۶۲۴  ۱۵۱۲  
۳۷۲  ۱۲۹۶  ۳۱۹۲  ۲۵۲  ۶۲۴  ۱۵۱۲  
۳۷۲  ۱۳۹۲  ۳۱۹۲  ۳۰۰  ۸۱۶  ۱۵۱۲  
۴۴۴  ۱۴۸۸  ۳۵۲۸  ۳۲۴  ۱۲۹۶  ۳۵۲۸  

 

اند كه زمان شكست يك نوع قطعه را  ها  زير از يك آزمون طول عمر به دست آمده داده.  ۴
  .دهند برحسب ماه نشان مي
۳۳/۰ ،۷۱/۰ ،۶۷/۰ ،۹۹/۰،  ۷۳/۰،  ۲۸/۱ ،۳۷/۰،  ۲۲/۰ ،۲۱/۱،  ۷۴/۰  

  اند؟ ها از توزيع وايبل آمده توان پذيرفت كه داده آيا مي) الف



  .ميانگين و واريانس توزيع طول عمر را برآورد كنيد) ب
 

 سانسور *ها  زير مشاهدات يك آزمايش طول عمر است كه در آن مقادير با علامت    داده.۵
  . اند شده

۱۷۳۲ ،۲۷۳۷ ،۳۵۴۱ ،۳۸۹۷،  ۴۸۷۹،  ۵۱۹۳ ،۵۵۰۷ ،*۵۵۱۵ ،*۵۵۱۵،  *۵۵۱۵  
  اند؟ ها از توزيع لگ نرمال آمده آيا داده) الف
  .ميانگين و واريانس توزيع را برآورد كنيد) ب

 

ها  داده. دهد يك نوع قطعه الكتريكي را نشان مي) برحسب روز(ها  زير زمان شكست  داده.  ۶
  .اند ام كاركرد سانسور شده۴۰۰پس از روز 

۱۷۲ ،۹۳ ،۱۷۶ ،۱۵۷،  *۴۰۰ ،۲۴۹ ،۳۰۳،  *۴۰۰ ،۳۵۰،   *۴۰۰  
  .ها رسم كنيد يك نمودار احتمال وايبل برا  داده) الف
  .ها را برآورد كنيد ميانگين و واريانس داده) ب
   داشته باشد؟۲۵۰جقدر احتمال دارد كه اين قطعه طول عمر بيشتر از ) ج

 

محصول الكتريكي كه در آزمايش  واحد كه از يك ۱۳ها  زير زمان از كار افتادگي  داده.  ۷
آزمايش در زمان دهمين شكست . دهد نشان مي)  دوره چرخش۱۰۰۰برحسب (اند  قرار گرفته

  .خاتمه پيدا كرده است
۲۲/۰ ،۵۰/۰،  ۸۸/۰،  ۰۰/۱،  ۳۳/۱ ،۳۳/۱ ،۵۴/۱،  ۶/۱۷،  ۵/۲ ،۰۰/۳  

  اند؟ ها از توزيع وايبل آمده توان پذيرفت كه داده آيا مي) الف
  .مترها  توزيع را برآورد كنيدپارا) ب
  . محاسبه كنيد۷۵/۰قابليت اعتماد محصول را در زمان ) ج
يك نوع بلبرينگ ) برحسب ميليون در چرخه(ها  مربوط به زمان شكست   جدول زير داده. ۸

  . دهد را نشان مي
 

۶/۴۵  ۱۲/۴۲  ۵۲/۴۱  ۰۰/۳۳  ۹۲/۲۸  ۸۸/۱۷  
۸۰/۶۷  ۵۶/۵۵  ۱۲/۵۴  ۹۶/۵۱  ۸۴/۵۱  ۴۰/۴۸  
۶۴/۹۸  ۱۲/۹۳  ۱۲/۸۴  ۸۸/۶۸  ۶۴/۶۸  ۶۴/۶۸  

  ۴/۱۷۳  ۰۴/۱۲۸  ۹۲/۱۲۷  ۸۴/۱۰۵  ۱۳/۱۰۵  
 

  :از كاغذ احتمال استفاده كرده
  .ها رسم كنيد يك نمودار احتمال لگ نرمال برا  داده) الف



  .ها رسم كنيد يك نمودار احتمال وايبل برا  داده) ب
  .دهيد؟ در اين مورد توضيح دهيد كدام مدل را ترجيح مي) ج

 

آزمون تا . گيرد  تايي از نوعي آلياژ تيتانيوم در يك آزمون طول عمر قرار مي۱۰۰يك نمونه .  ۹
  .اند به دست آمده)  چرخه۱۰۰۰برحسب (ها  شكست زير   چرخه انجام گرفته و زمان۱۰۰۰۰۰

۹۳،  ۷۸،  ۷۷،  ۶۸،  ۵۹ ،۵۳،  ۳۹،  ۳۲،  ۱۸  
  .اند رسانده واحد باقيمانده آزمايش را بدون شكست به اتمام ۹۱
  ها است؟ آيا توزيع وايبل، توزيع مناسبي برا  داده) الف
  .پارامترها  توزيع را برآورد كنيد) ب

 

  .  را بررسي كنيد    . ۸ارائه شده در جدول " مختصات رسم نمودار"  صحت درستي .۱۰
 

nا  به حجم    از يك برنامه كامپيوتر  استفاده كنيد و نمونه.۱۱ = ) از توزيع 30 , )N 10 2 
  .استخراج كنيد

  .ها رسم كنيد يك نمودار احتمال نرمال برا  داده) الف
  .ميانگين واريانس توزيع را با استفاده از نمودار برآورد كنيد) ب

 

دهد كه از يك  نشان مي) برحسب ساعت( موتور يخچال ۲۰ها  زير زمان شكست  داده.  ۱۲
  . ون شتابنده به دست آمده استآزم

 

  .ها بسازيد يك نمودار احتمال وايبل برا  اين داده) الف
  .ميانگين و واريانس توزيع را برآورد كنيد) ب
  . باشد۳۰۰احتمال آن را برآورد كنيد كه طول عمر موتورها كمتر از ) ج

 

 از توزيع nترتيبي از يك نمونه تصادفي به حجم امين آماره i  نشان دهيد كه ميانگين .۱۳
)يكنواخت در فاصله  , )0 i برابر است با 1

n از اين نتيجه استفاده كنيد و نشان دهيد كه اگر . 1+

( )iY آماره ترتيبي i ام در يك نمونه تصادفي با توزيع پيوستهFباشد آنگاه   
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n
  ).  در نمودارها  احتمال اين واقعيت است
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  ها  طول عمر تسريع يافته آزمون
  
  

  مقدمه ۱ . ۹ 
همانطور كه در مباحث گذشته ملاحظه شد، از نقطه نظر آمار  يكي از وجوه تمايز مطالعات 

امروزه با وجود محصولات با قابليت . ها، به دست آوردن مشاهدات است طول عمر با ساير بخش
شاهده جهت انجام استنباط آمار  معمولاً كار اعتماد بالا به دست آوردن تعداد معقولي م

ها  طول عمر، برا  به دست آوردن  ها  متداول در آزمون يكي از روش. ا  نيست ساده
ها را  اين روش. تر از شرايط نرمال است ها در شرايطي سخت مشاهدات، يه كار بردن آن

) يافته  ها  آزمون تسريع روش )ALها   در آزمون. يندگو  ميALتر   مشاهدات خيلي سريع
برا  مثال، . آيند گيرند به دست مي از حالتي كه واحدها در شرايط نرمال مورد استفاده قرار مي

يك اتو  الكتريكي را در نظر بگيريد كه در شرايط نرمال به طور روزانه به مدت نيم ساعت 
ها زمان نياز باشد كه اتو از  ها و سال در اين حالت، ممكن است ماه. گيرد يمورد استفاده قرار م

، ALها   در آزمون. ها منتظر ماند كار بيافتد و لذا برا  داشتن يك زمان شكست بايد مدت
در طول اتو را به دفعات زياد بدين معني كه . كنند زمان شكست اتو را به نوعي شبيه ساز  مي

روز مورد استفاده قرار داده و با شرط اين كه در هر مرحله استفاده شرايط يكسان با قبل باشد 
ها  شبيه  يكي ديگر از روش. شوند تر از زمان نرمال مي باعث از كار افتادن آن در زماني سريع

 ها در آن تر مشاهدات، استفاده  ساز  زمان شكست محصولات برا  به دست آوردن سريع
 كار ۲۲۰بدين معني كه اگر برا  مثال اتو در شرايط معمولي با ولتاژ . تر است شرايط سخت
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كند، آن را در ولتاژ بالاتر مورد استفاده قرار داده و باعث شكست آن در زماني زودتر از  مي
  . شوند زمان نرمال مي
  . دهيم  را مورد مطالعه قرار ميALها  مورد استفاده در آزمون  مدل در اين فصل

  
   ALها   مدل

 به طور شهود  يك مفهوم ساده است و آن به دست آوردن مشاهدت ALها   مفهوم آزمون
ر اما بايد تأكيد كنيم مكانيزم شكست واحدها د. تر از حالت استفاده در شرايط نرمال است سريع

تنها تفاوت اين . شرايط غير نرمال بايد كاملاً مشابه با مكانيزم شكست در شرايط نرمال باشد
تر اتفاق  اين امر كه زمان شكست سريع. شود تر انجام مي است كه آزمايش طول عمر سريع

به عبارت ديگر اگر فرض كنيم زمان شكست . افتد در واقع نوعي انتقال مقياس زمان است مي
 است و زمان شكست آن در شرايط با استرس بيشتر Ntد آزمايش در شرايط نرمال واحد مور

St است آنگاه تابع تبديلي وجود دارد كه St را به Ntتوجه ۱  . ۹به شكل . كند  تبديل مي 
  .دكني

  
    توزيع طول عمر در شرايط نرمال و استرس۱  .  ۹شكل 

بنابراين اگر توزيع طول عمر را در شرايط با استرس بالا بدانيم با استفاده از تبديل موجود 
شود كه اگر  اين امر باعث مي. توانيم توزيع طول عمر را در شرايط نرمال به دست آوريم مي

ايط با استرس بالا داشته باشيم بتوانيم با تبديل مربوطه برآورد برآورد پارامترها  توزيع را در شر



ترين نوع تبديل كه تبديل خطي  در اين بخش ساده. پارامترها را در شرابط نرمال به دست آوريم
ها   ها  مختلف رابطه بين كميت كنيم كه برا  توزيع است مورد نظر قرار داده و بررسي مي

قبل از .  شرايط نرمال و شرايط با استرس غير نرمال چگونه استمختلف و برآورد پارامترها در
اگر زمان شكست واحد در هر لحظه از زمان در . كنيم تر تبديل خطي را بيان مي آن تعريف دقيق

از زمان شكست واحد در شرايط غير نرمال باشد گوييم تبديل ) ثابت(شرايط نرمال ضريبي 
  ي داريم، به عبارت ديگر در تبديل خط. خطي است

 

N st a t= *  
 

  . گويند  يك ضريب ثابت است و به آن ضريب فاكتور تسريع يافته ميaكه در آن 
 NTبع چگالي احتمال و تابع نرخ خطر  به ترتيب تابع توزيع، تاNh و NF ،Nfفرض كنيد 

 به ترتيب تابع توزيع، تابع چگالي احتمال Sh و SF ،Sfو ) زمان شكست در شرايط معمولي(
با توجه به رابطه خطي . باشند) زمان شكست در شرايط غير نرمال (STو تابع نرخ خطر 

N sT a T=   ها را تعيين كرد برا  مثال توان به اين كميت  مي*
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  .كند  به طور خلاصه روابط بين توابع فوق را ارائه مي۱  . ۹جدول 
  در شرايط نرمال و استرس  روابط بين توابع ۱  . ۹جدول 

   زمان شكست-۱
N ST a T= *  

)   تابع توزيع-۲ ) ( )N S

t
F t F

a
=  

)   تابع چگالي احتمال-۳ ) ( )N S

t
f t f
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)   تابع نرخ خطر-۴ ) ( )N S

t
h t h

a a
=

1  
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توابع توزيع، توابع چگالي و توابع نرخ خطر كند كه رابطه ساختار  بين   بيان مي۱   . ۷نتايج جدول 
در شرايط نرمال و غير نرمال واحدها  مورد آزمايش چگونه اين روابط كاملاً كلي هستند و به 

كنيم كه در حالت خاص هنگامي كه  در ادامه بررسي مي. نوع توزيع مورد بررسي بستگي ندارند
ها  معروف نمايي، وايبل يا لگ  ز توزيعتوزيع مورد استفاده در شرابط با استرس بالا يكي ا

  .  به چه صورت خواهند بود۱  . ۷نرمال است نتايج جدول 
 

  تسريع در توزيع نمايي
)فرض كنيد تابع توزيع  )SF tيعني .  نمايي باشد  

 

( ) ,St
SF t e tλ−= − >1 0  

 

  آنگاه.  در محيط با استرس بالا است تابع نرخ خطرSλكد در آن 
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)يعني توزيع  )NF t نيز نمايي با نرخ خطر S
aN

λλ كنيم كه در  بنابراين ملاحظه مي.  است=
ع طول عمر در شرايط با استرس نمايي زمان شكست خطي باشد و توزي اگر تبديل ALن آزمو

واقعيت مهم ديگر اين است . باشد توزيع طول عمر در شرايط نرمال نيز نمايي است و بالعكس
 باشد، نرخ شكست نيز خطي با فاكتور تسريع يافته aكه اگر تبديل خطي با فاكتور تسريع يافته 

a شود، ممكن  بايد توجه داشت كه اين واقعيت كه نرخ شكست در اينجا خطي مي. خواهد بود
ها  طول عمر با تبديل  به عبارت ديگر در آزمون. است در بسيار  از حالات برقرار نباشد

  . خطي، لزوماً رابطه بين نرخ شكست در شرايط نرمال و شرايط با استرس خطي نيست
دارا  توزيع نمايي با ميانگين ) در آزمايشگاه (۱۳۰°كتريكي در دما    يك قطعه ال۱  . ۹مثال 
اگر فرض كنيم .  است۲۵°ا   دما  نرمال برا  استفاده چنين قطعه.  ساعت است۵۰۰۰عمر 

نرخ خطر قطعه در دما  نرمال ) الف.  است۴۰فاكتور تسريع بين دو شرايط آزمايشگاه و نرمال 
   ساعت در دما  نرمال چقدر است؟۳۰۰۰۰ه در زمان قابليت اعتماد قطع) بچقدر است؟ 

   باشد آنگاه،۱۳۰° مقدار نرخ خطر در دما  Sλ اگر .الف.  حل
 

Sλ =

=

1
500
0 002/

  
 



αبا توجه به اين كه  =    برابر است با۲۵° مقدار نرخ خطر در دما  نرمال 40
 

S
N

λ
λ

α
−

= =

= 5

0 002
40

5 10

/

*
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  تسريع در توزيع وايبل
)اكنون فرض كنيد تابع توزيع  )SF t وايبل ،( , )S SW λ βيعني تابع توزيع طول عمر در .  باشد

  محيط با استرس بالا به صورت زير باشد
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 تسريع در اين صورت، اگر تبديل.  پارامتر شكل استSβ پارامتر مقياس و Sλكه در آن 
  كننده خطر باشد، تابع توزيع در شرايط نرمال برابر است با
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Sكه در آن 
N a

λ
λ S و = Nβ β β= =.  
گيريم كه اگر توزيع طول عمر در شرايط طول عمر تسريع يافته وايبل باشد  بنابراين نتيجه مي

توان ملاحظه كرد كه اگر  به راحتي مي.  طول عمر در شرايط نرمال نيز وايبل استآنگاه توزيع
ها  متفاوت قرار گيرد و تبديل تسريع كننده خطي  واحد تحت بررسي با توزيع وايبل در استرس

ماند و تنها تغييراتي كه ممكن  باشد آنگاه در هر مرحله از استرس توزيع طول عمر وايبل باقي مي
  افتد؟ اما چه تغييراتي در پارمترها  توزيع اتفاق مي. د در پارامتر توزيع استاست رخ ده
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كنيم كه پارامتر مقياس در محيط غير نرمال برابر است با پارامتر  با توجه به نتايج فوق ملاحظه مي
اما نكته جالب توجه اين است كه پارامتر شكل . مقياس در شرايط نرمال تقسيم بر فاكتور تسريع

تواند اهميت زياد  در  اين نتيجه مي. شود ع در هر شرايطي يكسان است و دچار تغيير نميتوزي
 ديديم در نمودار احتمال برا  ۸همانطور كه در فصل . ها  تسريع يافته داشته باشد بحث آزمون
، برآورد شكل توزيع وايبل برابر با معكوس ضريب زاويه خط برازش داده شده به توزيع وايبل

ها  شكست در شرايط با استرس و نرمال خطي باشد،  بنابراين اگر رابطه بين زمان. ا استه داده
ها  مواز   انتظار داريم كه تحت توزيع وايبل نمودار احتمال در شرايط استرس مختلف خط

يكي اينكه رابطه خطي درست . اگر چنين نباشد، دو حالت ممكن است اتفاق افتاده باشد. باشند
ها  شكست تحت شرايط تسريع يافته و  است و احتمالاً رابطه غيرخطي بين زمانانتخاب نشده 

ها  شرايط نرمال وجود دارد و ديگر اين كه ممكن است مدل وايبل انتخاب مناسبي برا  داده
  . نبوده است

)اگر  )Sh t و ( )Nh tطر تحت شرايط غير نرمال و نرمال دهنده تابع نرخ خ  به ترتيب نشان
  شود كه  باشند آنگاه به راحتي ملاحظه مي
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در اينجا نيز مشابه توزيع نمايي تغيير در تابع خطر خطي است، اما بايد توجه داشت كه ضريب 

خط در اين حالت برابر است با 
aβ

  .  است1
 كار ۳۵°  جهت برآورد قابليت اعتماد نوعي قطعه الكتريكي كه در دما  معمولي ۲  . ۹مثال 
 واحد در ۱۲. دهيم  سانتيگراد قرار مي۱۵۰° و ۱۲۰°، ۱۰۰°ها را در دما    گروه از آن۳كند،  مي

آزمايش به . گيرند  قرار مي۱۵۰ ° واحد در دما ۱۰  و۱۲۰° واحد در دما  ۸ ،۱۰۰°دما  
آزمايش . گيرند  قرار مي۱۵۰°زمان شكست واحدهايي كه در دما  . گيرد ميصورت زير انجام 

گيرند را  قرار مي ۱۵۰°زمان شكست واحدهايي كه در دما  . گيرد به صورت زير انجام مي
گيرند را به ترتيب در   قرار مي۱۲۰°، ۱۰۰°كنيم و واحدهايي كه در دماها   مشاهده مي



 ارائه شده ۲  . ۹نتايج آزمايش در جدول . كنيم انسور مي ساعت س۴۵۰۰ ساعت و ۵۵۰۰ها   زمان
  . است

    زمان شكست قطعات آزمايش شده۲  . ۹جدول 
  )۱۰۰°دما  (گروه سوم   )۱۲۰°دما  (گروه سوم   )۱۵۰°دما  (گروه سوم 

۴۲۰  ۱۱۲۱  ۱۱۳۸  
۶۵۰  ۱۵۷۲  ۱۹۴۴  
۷۰۳  ۲۳۲۹  ۲۷۶۴  
۸۳۸  ۲۵۷۳  ۲۸۴۶  
۱۰۸۶  ۲۷۰۲  ۳۲۴۶  
۱۱۲۵  ۳۷۰۲  ۳۸۰۳  
۱۳۷۸  ۴۲۷۷  ۵۰۴۶  
۱۶۷۳  ۴۵۰۰  ۵۱۳۹  
۱۸۹۶    ۵۵۰۰  
۲۰۳۷    ۵۵۰۰  
    ۵۵۰۰  
    ۵۵۰۰  

  
مهندسين طراح قطعات از تجربيات قبل معتقدند كه توزيع طول عمر قطعات در سطوح دما  

  ها را پذيرفت؟ توان ادعا  آن آيا مي. مختلف وايبل است
ها رو   يكي اين كه داده.  كردتوان به يكي از دو طريق زير عمل  برا  حل اين مثال مي.حل

 را در itديگر اين كه با استفاده از نرم افزار مقادير زمان شكست . كاغذ احتمال وايبل رسم كرد
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,استفاده و خط كمترين مربعات را رو  زوج نقاط  ( )i
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  .  نمايش داده شده است۲  . ۹ها در شكل  نمودار احتمال متناظر با اين داده. كنيم مي

  



 هاي طول عمر تسریع یافته آزمون
  

۲۰۲

  
  شدهها  زمان شكست قطعات آزمايش  نمودار احتمال داده  ۲.  ۹شكل 

آن چنان كه از نمودار مشخص است، توزيع وايبل توزيع مناسبي برا  هر سه گروه از 
هاست و اين يعني توزيع طول عمر قطعات، با توجه به اين كه خطوط به طور تقريب مواز   داده

متفاوت ) استرس( دما  ۳اند و لذا تحت  هستند، دارا  توزيع وايبل با پارامتر شكل تقريباً يكسان
  .خطي است ALطه بين طول عمرها راب

برآورد پارامترها  هر يك از سه توزيع ) ارائه شد.... كه در فصل (با استفاده از روابط موجود 
  .وايبل به صورت زير است

  

  )۱۰۰°دما  (گروه سوم   )۱۲۰°دما  (گروه سوم   )۱۵۰°دما  (گروه سوم 
 پارامتر شكل

β̂3  
 پارامتر مقياس

λ̂3  
 پارامتر شكل

β̂2  
 پارامتر مقياس

λ̂2  
 پارامتر شكل

β̂1  
 پارامتر مقياس

λ̂1  
2 41/  −47 52 10/ *  2 43/  −43 04 10/ *  2 02/  −41 85 10/ *  

  

. گيريم كه پارامتر شكل در هر سه توزيع تقريباً با هم مساو  هستند ازمقادير جدول نيز نتيجه مي
توانيم فاكتور تسريع را در   خطي متقاعد كننده است ميALه اكنون با توجه به اين كه رابط



برا  به دست آوردن فاكتور تسريع كافي است از رابطه زير . ها  مختلف محاسبه كنيم رده
  .استفاده كنيم
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 pمعمولاً .  هستند′S و Sام تحت استرس pها   صدك به ترتيب ′pt و ptكه در آن 
pاگر . شود  انتخاب مي۶۲۳/۰ يا ۵/۰برابر با  = 0 با توجه به اين كه  انتخاب شود آنگاه /5

كافي است از حاصل تقسيم  a در هر سطح تقريباً مساو  است، برا  محاسبه βپارامترها  
اگر چنين كنيم به دست . پارامترها  مقياس بر هم در هر مرحله از استرس استفاده كنيم

  آوريم مي
 سانتيگراد مساو  است با ۱۲۰°دما   سانتيگراد به محيط ۱۰۰°ط فاكتور تسريع از محي
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 سانتيگراد مساو  است با ۱۵۰°دما   سانتيگراد به محيط ۱۲۰°فاكتور تسريع از محيط 
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 مساو  است با  سانتيگراد۱۲۰°دما   سانتيگراد به محيط ۱۰۰°فاكتور تسريع از محيط 

a
λ
λ
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1
4 06/.  

كند كه اگر طول عمر قطعه   به عبارت نه چندان دقيق بيان مي۶۴/۱ به عنوان مثال، مقدار  بنابراين،
 تقريبا مساو  با ۱۰۰° ساعت باشد آنگاه طول عمر آن در محيط ۱۰  ،۱۲۰°دما  در محيط با 

  .  ساعت است۵/۱۶
 ML برآورد كنيم، آنگاه با توجه به اين كه روش MLها را به روش در مثال فوق اگر پارامتر

توان با  تر از روش برآورد با نمودار احتمال است، مقادير فاكتور تسريع را در هر مرحله مي دقيق
  . كنيم دانشجويان واگذار ميانجام اين كار را به عنوان تمرين به . زدصحت بيشتر  تخمين 

ها  طول عمر زمان شكست واحد  در آزمونبايد به اين نكته اشاره كرد كه با توجه به اين كه 
حالت تسريع ) يا چند( و تنها ممكن است زمان شكست برا  يك  در محيط نرمال را نداريم،

ها  متنوعي در متون قابليت  ر تسريع مدلفاكتو.  در دسترس باشدALها   شده از آزمون
  . دهيم ها را مورد مطالعه قرار مي اعتماد ارائه شده است كه در ادامه بعضي از آن

  مدل آرينوس



 هاي طول عمر تسریع یافته آزمون
  

۲۰۴

بدين . رود كه طول عمر محصولات عمدتاً متأثر ار دما هستند مدل آرينوس هنگامي به كار مي
در چنين . صولات را تسريع بخشيدتوان زمان شكست مح معني كه با تغيير دما  محيط مي

توان جهت تعيين وابستگي طول عمر به دما به عنوان يك مدل  حالاتي، مدل آرينوس را مي
مدل آرينوس، به صورت دقيق، اثر درجه حرارت را به نرخ يك واكنش . مناسب استفاده كرد
  شود دهد و به صورت زير تعريف مي شيميايي نشان مي
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 انرژ  فعالي است كه در يك E نرخ عكس العمل شيميايي برحسب ثانيه است، µكه در آن 
شود و برابر است با   ضريب بلزمن ناميده ميkولت وجود دارد، -الكترون

eV
Ck −= 58 6171 10/ * ،T است و ) ۱۵/۲۷۳دما  سلسيوس به اضافه ( دما  مطلقα0 ثابتي 

افتد كه  ميفرض كنيد يك شكست هنگامي اتفاق . ها  مواد بستگي دارد است كه به مشخصه
بنابراين زمان شكست برابر خواهد شد با زماني . افتد مقدار بحراني از واكنش شيميايي اتفاق مي

از آنجايي كه زمان شكست متناسب با عكس . كه چنين مقدار بحراني از واكنش حاصل شود
  .تواند به صورت زير نوشته شود مي) ۱ . ۸(باشد، تساو   نرخ واكنش مي

 

)۹ .  ۲      (                                             
E

kTL eα=  
 مقدار ثابتي است كه به خصوصيات مواد، مكانيزم شكست، A طول عمر و Lكه در آن 

طه طول عمر آرينوس معروف به راب) ۲  . ۹(تساو  . طراحي محصول و عوامل ديگر بستگي دارد
ها  توزيع انتخاب  ها  مركز  توزيع يا صدك  معمولاً يكي از گرايشLطول عمر . است
اگر وايبل باشد   ميانگين توزيع،Lبرا  مثال اگر توزيع مورد بررسي نمايي باشد . شود مي

 را ميانه توزيع در نظر Lتوزيع نرمال و يا لگ نرمال باشد  توزيع و اگر ۶۳۲/۰صدك 
را مورد نظر ) ۲  . ۹(تر در عمل يك فرم خطي از رابطه  ها  ساده معمولاً برا  تحليل. گيرند مي

  . آيد و به صورت زير است به دست مي) ۲  . ۹(دهند و آن با گرفتن لگاريتم از طرفين  قرار مي
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lnβكه در آن  α=0 و E
k

β  Lشود كه لگاريتم  مشاهده مي) ۳  . ۹(با توجه به معادله . 1=
  . رجه استتابعي خطي از معكوس د



  شود، ها  توزيع ارائه مي اكنون با توجه به اين كه رابطه طول عمر آرينوس برحسب صدك
 به ترتيب L2 و L1اگر .  را از آن تعيين كردaتوان برا  دو دما  متفاوت فاكتور تسريع  مي

 برابر T2 و دما  T1 باشد آنگاه فاكتور تسريع بين دما  T2 و T1  توزيع در دما  ها صدك
  است با
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 را به ازا  دو دما  مفروض aتوان مقدار   ميEدهد كه با داشتن مقدار  اين رابطه نشان مي
T1 و T2بالعكس اگر فاكتور تسريع .  محاسبه كردa  بين دو دما T1 و T2 معلوم باشد E 

  . توان از رابطه زير محاسبه كرد را مي
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 را محاسبه كرده و با T2 و T1ها  مفروض در دو دما   از نقطه نظر عملي كافي است صدك
  . مشخص نمود) ۴  . ۹( را از رابطه E را تعيين و سپس aها  استفاده از آن

. توان به دو صورت عمل نمود  ميE با استفاده از مقدار aمعمولاً در تعيين فاكتور تسريع 
 از  T2 و T1 و دماها  Eيكي اين كه، از جداولي استفاده نمود كه به ازا  مقادير مفروض از 

جدول به ازا  . دهد   از اين جدول را نشان ميا  نمونه۳  .   ۹جدول . قبل آمده شده است
E = 0 E و /5 =0 /  در ستون سمت چپ و مقادير مختلف T1 و مقادير مختلف دما  پايين 1

Eمقادير متناظر با . كند ئه مي فاكتور تسريع را ارا  در سطر اول،T2دما  بالا   =0 /  در پرانتز 1
 را aتوان با استفاده از آن مقدار فاكتور تسريع  روش ديگر  كه مي .نمايش داده شده است

 برا  روشن شدن مطلب مثال زير را در نظر. تعيين نمود استفاده از روش كمترين مربعات است
  .بگيريد

  
گر الكتريكي در مرحله طراحي، با توجه به اين    برا  تعيين قابليت اعتماد يك حس۳  . ۹مثال 

 درجه سانتيگراد قرار ۱۱۵ و ۱۰۰، ۸۵ها را در سه دما   باشد، آن كه دما يك عامل مهم مي
 يك  دما  مفروض دو واحد مورد آزمايش قرار گرفته و طول عمر هر۳در هر يك از . دهيم مي

 را E مقدار  با توجه به اطلاعات موجود در جدول،. ايم  ارائه كرده۴  . ۹ در جدول راها  از آن
  .تعيين كنيد
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)۹/۱(                    ۱۴۵  

دما  پايين
 ۱

T
 برحسب سانتيگراد

  

  



  ها  طول عمر در دماها  مختلف   داده۴. ۹جدول 
    دما بر حسب سانتيگراد

۱۱۵  ۱۰۰  ۸۵    
  )برحسب ساعت(طول عمر   ۲۳۸۵  ،۲۵۳۷  ۱۶۵۵، ۱۷۳۸  ۱۰۲۵  ،۱۱۶۳

  مرميانگين طول ع  ۲۴۶۱  ۵/۱۶۹۶  ۱۰۹۴
  

كنيم كه نتايج مربوطه در جدول  ها را در هر يك از دماها محاسبه مي  ابتدا ميانگين نمونه.حل
استفاده كرده و معادله خط رگرسيون را با توجه به ) ۳  . ۹(سپس از رابطه .  ارائه شده است۴ . ۹

 به دست ۴   . ۹ها  جدول  با توجه به داده. كنيم  تعيين ميb و aاطلاعات جدول، برا  برآورد 
  ،آوريم مي

 

β̂ = −0 2 β̂ و /648 =1 3750 636/  
 

Eبا توجه به اين كه 
k

β   ، داريم1=
 

ˆÊ kb −= =
=

58 6171 10 3750 636
0 323

/ * * /
/

  
 

برا  .  قادريم فاكتور تسريع را تحت دماها  مختلف محاسبه كنيمEاكنون با داشتن برآورد 
   سانتيگراد برابر خواهد شد با۷۰°و دما  ) دما  معمول (۲۵°مثال، فاكتور تسريع بين دما  

 

â e
−

  −  + +  =
=

5
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  مدل آيرينگ
س ممكن است برا  برا  تعيين فاكتور تسريع، در بعضي از مسايل رابطه طول عمر آرينو

هايي كه به عنوان جايگزين  يكي از مدل. توصيف وابستگي طول عمر به دما كفايت نكند
در اين مدل . آيد مدل آيرينگ است توان به كار برد و بر مبنا  مكانيك كوانتم به دست مي مي

  رابطه طول عمر با دما به صورت زير است،
 

E
kTL e

T
α

=  
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۱۹۶
 

شود رابطه  همانطور كه ملاحظه مي. شوند تغيرها همانند رابطه آرينوس تعريف ميكه در آن م
آيرينگ ضريبي از رابطه آرينوس است كه در آن ضريب 

T
 در رابطه آرينوس ضرب شده 1

گيرد  احد مورد بررسي در آن مورد آزمايش قرار مي دو دما باشند كه وT2 و T1اگر . است
  آيد، آنگاه فاكتور تسريع بين دو دما از رابطه زير به دست مي

 

E
k T TT

a e
T

 
− 

 = 1 2

1 1
1

2
  

 

و در نتيجه فاكتور تسريع در مدل آيرينگ مساو  با فاكتور تسريع در مدل آرينوس ضربدر 
  .  استT2 بر T1صل تقسيم دما  اح
  

  )رابطه ولتاژ(مدل قانون تواني 
تواند يك عامل مهم در تسريع كردن  ها  طول عمر تسريع يافته، ولتاژ نيز مي در بحث آزمون
اثر ولتاژ رو  . رمرها و غيرهها، ترانسف ماند خازنبه ويژه در قطعات الكتريكي . طول عمر باشد

تر  به عبارت دقيق. شود عمولاً به صورت معكوس تابع تواني مدل ساز  ميطول عمر قطعات م
 ولتاژ  باشد كه تحت آن محصول را مورد آزمايش قرار V طول عمر محصول و Lاگر 
  .شود به صورت زير تعريف مي V و Lدهيم آنگاه رابطه  مي

 

)۹ .   ۵                                                     (B

A
L

V
=  

 

،  مقادير ثابتي هستند كه به خصوصيات مواد مورد استفاده در محصولB و Aكه در آن 
در اينجا به اين نكته نيز اشاره . م شكست و عوامل ديگر بستگي دارندطراحي محصول، مكانيز

ها  ديگر مانند شدت جريان، فشار، بار مكانيكي و غيره  كنيم كه قانون تواني را برا  استرس مي
  لگاريتم بگيريم آنگاه داريم،) ۵  . ۹(اگر از طرفين . برند نيز به كار مي

 

LnL Vβ β= +0 1  
 

lnكه در آن  Aβ Bβ و 0= = يعني لگاريتم طول عمر تابعي خطي از ولتاژ است كه در . 1−
  .ها برآورد كرد  را بايد از دادهβ1 و β0آن 

V2 ،V و V1اگر  V>2 ها مورد   دو ولتاژ متفاوت باشند كه يك نوع محصول را تحت آن1
  .آيد دهيم آنگاه فاكتور تسريع كننده بين دو ولتاژ از رابطه زير به دست مي آزمايش قرار مي

 



B
L V

a
L V

 
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 
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  .ريدمثال زير را در نظر بگي
 ۸سه مجموعه هر يك شامل  اعتماد يك نوع خازن الكتروليتيك،  برا  تعيين قابليت ۴   . ۹مثال 

در اين آزمايش گوييم يك . دهيم  مورد آزمايش قرار مي۱۲۰ و ۱۰۰، ۸۰خازن را در ولتاژها  
زمان شكست واحدها . از ظرفيت خازن كم شود% ۲۵شكست اتفاق افتاده است هر گاه بيش از 

  . ارائه شده است۵  . ۹حسب ساعت در جدول بر
  . محاسبه كنيد۵۰ها را در محيط نرمال با ولتاژ  متوسط طول عمر خازن) الف
 چقدر ۵۰كنيد در ولتاژ   ساعت عمر كرده باشد پيش بيني مي۱۵۰، ۱۲۰اگر خازن در ولتاژ ) ب

  .كند كار مي
  

  ها در ولتاژها  مختلف طول عمر خازن  ۵. ۹جدول 
    ولتاژ

۱۲۰  ۱۰۰  ۸۰    
۶۳۰  ۱۰۹۰  ۱۷۷۰  
۸۴۸  ۱۹۰۷  ۲۴۴۸  
۱۱۲۱  ۲۱۴۷  ۳۲۳۰  
۱۳۰۷  ۲۶۴۵  ۳۴۴۵  
۱۳۲۱  ۲۹۰۳  ۳۵۳۸  
۱۳۵۷  ۳۳۵۷  ۵۸۰۹  
۱۹۸۴  ۴۱۳۵  ۶۵۹۰  
۲۳۳۱  ۴۳۸۱  ۶۷۴۴  

  طول عمر

  ميانگين طول عمر  ۴۱۹۷  ۲۸۲۱  ۱۳۶۲
 

. كنيم  محاسبه ميها را در ولتاژها  مختلف   برا  حل مثال ابتدا ميانگين طول عمر خازن.حل
 با توجه به مقادير ميانگين و با استفاده از مدل رگرسيوني.  ارائه شده است۵   .  ۹نتايج در جدول 

LnL Vβ β= +0 را بر مبنا  يكي از نرم افزارها  آمار  برآورد  β1 و β0 ضرايب 1
  گيريم با انجام اين كار نتيجه مي. كنيم مي

 

β = −0 2 β و /738 =1 20 407/  
  .  نمايش داده شده است۳  . ۹نمودار خط رگرسيون در شكل 
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۱۹۸

  
  ها   خط رگرسيون برازش داده شده به طول عمر خازن۳.  ۹شكل 

  آوريم  به دست مي ،β̂1 و β̂0با توجه به نتايج 
 

Â e= =20 407 82 289 10/ / B̂ و * = 2 738/  
 

   برابر است با۵۰ها در ولتاژ  بنابراين ميانگين طول عمر خازن
 

L̂ =

=

8

50 2 738
7 289 10

5
16251

/
/ *

  
 

   مساو  است با۱۲۰ و ۵۰فاكتور تسريع كننده بين 
 

â  =  
 

=

2 738120
50
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 ساعت عمر كرده باشد، ۱۵۰۰، ۱۲۰، اگر در ولتاژ ۵۰در نتيجه طول عمر خازن را در ولتاژ 
  .  ساعت عمر كند۱۵۰۰×۹۹/۱۰=۱۶۴۸۵كنيم كه  برآورد مي

 

  مسايل
 درجه ۳ها  توليد  توسط يك كارخانه را جهت تعيين قابليت اعتماد در   فرض كنيد خازن. ۱

بدين منظور سه مجموعه هر . اد مورد آزمايش قرار دهيم سانتيگر۱۲۵°، ۱۰۵°، ۸۵°حرارت 
ها   كنيم و در زمان  خازن را در هر يك از دماها  اشاره شده وارد آزمايش مي۴۰يك شامل 

 ساعت



 ساعت مورد بازرسي قرار داده و تعداد ۱۵۰۰ و ۱۲۵۰، ۱۰۰۰، ۷۵۰، ۵۰۰  ،۳۰۰  ،۱۶۸، ۷۲، ۲۵
  .  ارائه شده استنتايج در جدول زير. كنيم ها را ثبت مي شكست

 

  ها  بازرسي زمان  ۸۵°ها در  تعداد شكست  ۱۰۵°ها در  تعداد شكست  ۱۲۵°ها در  تعداد شكست
۵  ۲  ۱  ۲۴  
۱۰  ۱  ۰  ۷۲  
۱۳  ۳  ۰  ۱۶۸  
۲  ۲  ۱  ۳۰۰  
۳  ۲  ۰  ۵۰۰  
۲  ۴  ۳  ۷۵۰  
۲  ۵  ۰  ۱۰۰۰  
۱  ۱  ۱  ۱۲۵۰  
۰  ۴  ۲  ۱۵۰۰  
  جمع  ۸  ۲۴  ۳۸

 دما دارا  توزيع ۳ها در هر يك از  نيد كه آيا دادهبا استفاده از نمودار احتمال، آزمون ك) الف
  .وايبل هستند

  .پارامترها  توزيع را در هر حالت برآورد كنيد) ب
  . دما وجود دارد۳توان پذيرفت كه رابطه تسريع شده خطي بين  آيا مي) ج
  .ها  مختلف تعيين كنيد فاكتور تسريع كننده را در بين دما) د
  .  برآورد كنيدMLبل را با استفاده از روش پارامترها  توزيع واي) ه

 

 واحد را ۱۰ جهت تعيين برآورد اوليه توزيع طول عمر يك نوع الكتريكي در مرحله طراحي . ۲
نتايج حاصل از . دهيم در يك آزمون تسريع كننده با حداكثر استرس مورد آزمايش قرار مي

  .ت به صورت زير استزمان شكست واحدها برحسب ساع
۴/۶۷ ،۶/۷۳ ،۶/۱۰۵ ،۳/۱۱۵ ،۳/۱۱۹ ،۵/۱۲۷ ،۸/۱۷۰ ،۲/۱۷۶ ،*۰/۲۰۰ ،*۰/۲۰۰  

  .دهنده آن است كه واحد در اين زمان سانسور شده است  نشان*كه در آن 
  .دهد كه توزيع طول عمر قطعات وايبل است مطالعات قبلي نشان مي

آيا توزيع وايبل برا  . كاغذ احتمال وايبل رسم كنيدها را با استفاده از  نمودار احتمال داده) الف
  .ها مناسب است داده
  .پارامترها  توزيع وايبل را برآورد كنيد) ب
  . برآورد كنيد۴۰اعتماد قطعه را در زمان قابليت ) ج
 ۸/۳۵ها بر اساس آن توليد شده است  اگر فاكتور بين محيط نرمال و حداكثر استرس كه داده) ه

  . بندها  ب و ج را در محيط نرمال تعيين كنيد نتايج باشد،
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۲۰۰

  .  انجام دهيدMLاز روش را با استفاده ه ، بندها  ب و ۲  در تمرين .۳
 

)  فرض كنيد توزيع طول عمر .۴ )SF t تحت استرس ،S لگ نرمال ( , )LN µ σاگر .  باشد
)تبديل تسريع كننده خطي باشد تابع توزيع  )NF t،تعيين كرده و   تحت شرايط نرمال،  را 

  . گيرد بررسي كنيد چه تغيير  در پارامترها  توزيع صورت مي
  
  



  

  
  
  

۹  
  
  

  ها الگوها  تعمير و نگهدار  سيستم
  
  

   مقدمه ۱  .۱۰
ا  برخوردار است، مبحث تعمير و  يكي از مباحثي كه در نظريه قابليت اعتماد از اهميت ويژه

يك سيستم تعميرپذير سيستمي را گويند كه در صورت از . ها است نگهدار  سيستم
اغلب . ره به وضعيت فعال اوليه برگرددتواند تحت يك فرآيند مشخص دوبا كارافتادگي مي

گيرد از نوع  ها و تجهيزات پيشرفته كه امروزه در زندگي بشر مورد استفاده قرار مي سيستم
ها   برا  مثال، يك اتومبيل، يك هواپيما، يك كامپيوتر و غيره از نوع سيستم. تعميرپذير هستند
صلي دارد كه بعضاً گران قيمت هستند و ا  از قطعات ا يك اتومبيل، مجموعه. تعميرپذير هستند

برا  چنين قطعاتي هنگام از . رود كه برا  يك مدت طولاني بدون نقص كار كنند انتظار مي
هايي كه با  بنابراين نياز به ارائه روش. ها، بايد تعمير شوند كار افتادگي، با توجه به هزينه گران آن

ساز   ها را تعيين كرده و الگوها  مناسبي برا  بهينه ها بتوان قابليت اعتماد سيستم استفاده از آن
ها  اخير مطالعات فراواني در مبحث تعمير و  در سال. ها ارائه كرد زمان تعويض و تعمير سيستم

ها ارائه شده كه كاربردها  فراواني در صنعت جهت نگهدار  بهينه سيستم و  نگهدار  سيستم
ها  في بعضي از مفاهيم اوليه تعمير و نگهدار  سيستمدر اين فصل به معر. تجهيزات داشته است

 به موضوع تعمير كامل يك سيستم كه در آن زمان تعمير قابل ۲  .۱۰ابتدا در بخش . پردازيم مي
بدين منظور مقدماتي از مفاهيم اوليه نظريه تجديد ارائه كه نقش . پردازيم چشم پوشي است مي

 به ارائه ۳  .۱۰سپس در بخش . كنيم  دارد ارائه ميكليد  در نظريه تعمير و نگهدار  سيستم
)ها  برا  توزيع  كران )N t توزيع تعداد تعميرها در فاصله ،( , )t0۴  .۱۰در بخش . پردازيم  مي 



ضوع تعمير كامل  به مو۵  . ۹بخش . كنيم تعمير مينيمال و بعضي از نتايج مرتبط با آن را ارائه مي
 به ۶ . ۹اختصاص دارد كه در آن زمان تعمير خود يك متغير تصادفي است و در پايان در بخش 

در فرآيند انجام اين كار، تعويض بلوكي . پردازيم ارائه الگوها  ساده در نگهدار  پيشگيرانه مي
  . كنيم ائه ميو تعويض سني را معرفي كرده و نتايجي در بهينه ساز  نگهدار  پيشگيرانه ار

  
  تعمير كامل با زمان تعمير آني  ۲  .۱۰

tسيستمي را در نظر بگيريد كه در زمان  = فرض كنيد برا  زمان . كند  شروع به كار مي0
شم كه قابل چ(كند و هنگامي كه از كار افتاد در يك مدت زمان ناچيز   كار ميX1تصادفي 

 مدت زمان كاركرد سيستم X2اگر . كند شود و دوباره شروع به كار مي تعمير مي) پوشي است
امين مرحله باشد اگر مراحل n مدت زمان كاركرد سيستم در nXو ... در مرحله دوم، 

 بوده و از يكديگر X1ها دارا  توزيع اوليه iTباشد كه در آن مختلف تجديد به صورتي 
مستقل باشند آنگاه عملاً با يك فرآيند تجديد روبرو هستيم در ادامه به صورت دقيق فرآيند 

  . ابتدا تعريف زير را در نظر بگيريد. كنيم تجديد را تعريف مي
}  ۱  .۱۰تعريف  }( ),N t t ) را يك فرآيند شمارشي گوئيم هرگاه 0< )N t تعداد كل 

]پيشامدها در بازه  , ]t0باشد  .  
  با توجه به اين تعريف واضح است كه،

)) الف )N tكند  مقادير صحيح نامنفي را اختيار مي.  
sاگر ) ب t< آنگاه ( ) ( )N s N t≤  
)) ج )N =0 0  
)) د ) ( )N t N s−تعداد پيشامدها در بازه دهنده   نشان( , ]s tاست .  

)مان كاركرد سيستم بين دهنده مدت ز  نشانnXفرض كنيد  )n امين خرابي nامين  و 1−

Xو فرض كنيد (باشد  =0 و قرار دهيد ) 0
n

n i
i

S X
=

= ∑
1

  ).شكل زير را ببينيد. (

...  
                 t             n        nX       n −1                   ۲    X2   ۱     X1     ۰  

  .تعريف زير را داريمآنگاه 
}  فرض كنيد ۲   .۱۰تعريف  }iXها  كاركرد سيستم، متغيرها  تصادفي مستقل و   زمان

)توزيع با توزيع مشترك  هم )F xدر اين صورت فرآيند شمارشي .  باشند( )N t كه به صورت 
  . نامند دهد يك فرآيند تجديد مي  نشان ميtها را تا زمان  شود و تعداد خرابي زير تعريف مي

{ }( ) max , nN t n S t= ≤  
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تعريف ارائه شده برا  فرآيند تجديد در اينجا در يك چارچوب بسيار وسيع از كاربردها  
رود و كاربرد آن در تعمير سيستم بخش كوچكي از كاربردها  فراوان آن  احتمال به كار مي

  . است
) تعمير در بازه nدهند كل زمان كاركرد سيستم پس از   نشانnS تعريف با توجه به اين , ]t0 

ايم كه سيستم  به اين نكته نيز توجه كنيد در اينجا پس از هر تعمير تلويحاً فرض كرده. است
  . ود و لذا تجديد كامل صورت گرفته استش كاملاً مانند يك سيستم نو مي

)يافتن توزيع  )N tها در فاصله  ، تعداد خرابي( , )t0 يا معادل آن توزيع nS  از مسايل كليد 
)فرض كنيد . ها است در فرآيندها  تجديد و مبحث تعمير و نگهدار  سيستم )nF t تابع توزيع 

nS و قرار دهيد ( باشدF F=1 ( و فرض كنيدf تابع چگالي F باشد آنگاه nF تابع توزيع 
n امين پيچشfشود  است و به صورت زير ارائه مي .  

  

( ) ( )

( ) ( )

n n

t

n

F t P S t

F t x f x dx−

= <

= −∫ 1
0

  

  

Fكه در آن  =0   .اكنون قضيه زير را داريم). را ببينيد...) فصل (، 1
)تابع جرم احتمال   ۱  .۱۰قضيه  )N t  برابر است با  

  

( ( ) ) ( ) ( )n nP N t n F t F t+= = − 1  
  

  .اثبات
)با توجه به تعريف  )N tداريم   

  

( ) nN t n S t≥ ⇔ ≤  
  

  بنابراين
  

( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ) )
( ) ( )
( ) ( )

n n

n n

P N t n P N t n P N t n
P S t P S t

F t F t
+

+

= = ≥ − ≥ +
= ≤ − ≤
= −

1

1

1
  

■  
  يك نتيجه ساده و درعين حال جالب از اين قضيه اين است كه

  



( ( ) ) ( ) ( )
( )

P N t F t F t

R t

= = −
=

0 10  
  

)كه در آن  ) ( )R t F t= −1.  
)فرض كنيد  ) tF t e λ−= يعني توزيع طول عمر سيستم نمايي باشد دراين حالت فرآيند تجديد 

.  استλ و n  ارلانژ با پارامترها  nS ديديم كه توزيع ۵در فصل . را فرآيند پواسن گويند
  يعني

  

( )
( )

( )
!

t
n n n x

n

j
t

j n

P S t x e dx
n

t
e

j

λ

λ

λ

λ

− −

∞
−

=

≤ =
Γ

=

∫

∑

1

0

1

  

  

  بنابراين
  

( ) ( )( ( ) )
! !

( )
!

j j
t t

j n j n

n
t

t t
P N t n e e

j j

t
e

n

λ λ

λ

λ λ

λ

∞ ∞
− −

= = +

−

= = −

=

∑ ∑
1  

  

)شود كه اگر زمان كاركرد سيستم پس از هر تعمير نمايي  بنابراين ملاحظه مي )E λ ،باشد 
)در فاصله آنگاه توزيع احتمال تعداد از كار افتادگي  , )t0 پواسن با ميانگين tλاست .  

)اگر چه توزيع  )N t در حالتي كه زمان كاركرد سيستم پس از هر تعمير نمايي باشد، فرم ،
)ا  دارد اما در اغلب موارد توزيع  ساده )N tسيار پيچيده خواهد بود ب .  

)متوسط تعداد از كار افتادگي در فاصله  , )t0 يعني ( ( ))E N t از اهميت به سزايي برخوردار 
)است  ( ))E N t را با ( )m t،نمايش دهيم آنگاه   

  

[ ]

( ) ( ( ))

( ( ) )

( ) ( )

( )

n

n n
n

n
n

m t E N t

nP N t n

n F t F t

F t

∞

=

∞

+
=

∞

=

=

= =

= −

=

∑

∑

∑

0

1
0

1
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)تابع  )m tتابع .  به تابع تجديد معروف است( )m tبه فرم بازگشتي زير نيز قابل نمايش است .  
  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n
n

n
n

n

n

n
n

m t F t

F t F t

F t F t x f x dx

F t F t x f x dx

F t m t x f x dx

∞

=

∞

+
=

∞∞
+

=

∞ ∞

=

∞

=

= +

= + −

= + −

= + −

∑

∑

∑∫

∑∫

∫

1

1 1
1

1

1 0

10

0

  

  

)نتايج حد  متعدد  در مورد  )N t و ( )m tها  شود كه تعداد از آن ه تجديد ثابت مي در نظري
  . كنيم را در غالب قضيه زير بدون اثبات بيان مي

t هنگاميكه )  الف۲  .۱۰قضيه  → )، ۱، با احتمال ∞ )N t
t µ

→
µ، كه در آن 1 < ∞ 

ها  بزرگ، تعداد از tكنيد كه برا   اين نتيجه بيان مي.  استFميانگين توزيع 
)ها  سيستم در بازه  كارافتادگي , ]t0 تقسيم بر طول بازه تقريبا مساو  معكوس ميانگين زمان ،

  . كاركرد سيستم در هر تجديد است
t هنگاميكه )ب →   ، ۱، با احتمال ∞

  

( )m t
t µ

→
1  

  

]ها  سيستم در بازه  ها  بزرگ متوسط تعداد خرابيtو اين يعني، برا   , ]t0 ، بر طول بازه
  . تقريباً معكوس ميانگين زمان كاركرد سيستم در هر تجديد است

t هنگاميكه )ج → ∞ ،  
  

( )
( , )d

tN t
N

t

µ

σ
µ

−
→

2
3

0 1  



  

)و اين يعني توزيع تقريبي  )N t  برا ،t ها  بزرگ، نرمال با ميانگينt
µ

t و واريانس 
σ
µ

2

3 
  .است
a به ازا  )د >0 ،  

  

[ ]lim ( ) ( )
t

a
m t a m t

µ→∞
+ − =  

  

)) ه ) t
m t

µ
≥ −1  

β  فرض كنيد توزيع طول عمر وايبل با پارامتر شكل ۱  .۱۰مثال  = 2  و پارامتر مقياس /5

λ −= 44 ) باشد آنگاه*10 )N t
t µ

→
1  

  

[ ]

( )lim

( )lim

lim ( ) ( )

( )

t

t

t

N t
t

m t
t

m t a m t

t
m t

µ

→∞

→∞

→∞
+ − =

≥ −1

  

  

 تقسيم كنيم به aاگر طرفين آن را بر .  به معادله بلكول معروف است۲  .۱۰از قضيه ) د(نتيجه بند 
  .آوريم دست مي

  

( ) ( )lim
t

m t a m t
a µ→∞

+ −  =  

1  
  

  و لذا
  

( ) ( )limlim
a t

m t a m t
a µ→ →∞

+ −  =  0

1  
  

  آوريم، ا عوض كرد به دست ميبا فرض اين كه بتوان جا  حدها ر
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( ) ( )limlim lim ( )
t a t

m t a m t
m t

a

µ

→∞ → →∞

+ −  ′=  

=

0

1  

  

ها  بزرگ، مشتق تابع تجديد برابر با نرخ تجديد يعني tو اين يعني برا  
µ
تابع .  خواهد شد1

( )m t′مالي چگالي تجديد به صورت زير استتعبير احت.  به چگالي تجديد معروف است .
  داريم،

  

( ) ( ) ( )m t t m t t m t′ ∆ + ∆ −;                      
]ها در بازه  تعداد از كار افتادگي( , )t t t+ ∆(P=                  
] خرابي در فاصله دقيقاً يك( , )t t t+                    =P) باشد∆

)j از كارافتادگي در فاصله [ , )t t t+ ) باشد∆
j

j P
>

+∑
1

*                             
  

∆tشود كه هر گاه  تر ثابت مي اما در متون پيشرفته →  عبارت جمع در سمت راست تساو  ∞
  توان نوشت بنابراين مي. كند به سمت صفر ميل مي

  

] در فاصله از كارافتادگيدقيقاً يك ( , )t t t+ )صورت گيرد ∆ ) (m t t P′ ∆ ;  
  

)هايي برا  توزيع    تعيين كران۳  .۱۰ )N t  
)همانطور كه در بخش قبل ديديم، معمولاً محاسبه توزيع دقيق  )N t)  يا معادل آن توزيعnS (

)هايي برا  توزيع  نبنابراين محاسبه كرا. باشد بسيار پيچيده مي )N t  در مقاصد كاربرد 
 متعلق به كلاسي از Fدر ادامه تحت اين شرط كه توزيع طول عمر . تواند بسيار مفيد باشد مي

)هايي برا  توزيع  ها  مختلف طول عمر باشد كران كلاس )N tآوريم  مي به دست .  
)قبل از آن كه اولين كران را برا  توزيع  )N tكنيم كه به   ارائه كنيم، قضيه زير را اثبات مي

  . خود  خود از اهميت بالايي در نظريه قابليت اعتماد برخوردار است
 باشد آنگاه يك كران پايين برا  قابليت اعتماد آن µ با ميانگين F ،IFRاگر   ۳  .۱۰قضيه 

  به صورت زير است
  

( ) ,
t

R t e tµ µ
−

≥ < <0  
  



  .اثبات
 است آگر F IFRكه  باشد آنگاه با توجه به اين F متغير تصادفي متناظر با Tفرض كنيد 
lnو تنها اگر  ( )R tبا توجه به نامساو  جنسن داريم،.  مقعر باشد  

  

)۱۰.  ۱                                     ([ ] [ ]ln ( ) ln ( )
ln ( )

E R X R E X

R µ

≤

=
  

  

)ار طرفي چون  )R X دارا  توزيع يكنواخت در فاصله [ , ]t0است   
  

[ ]ln ( ) ln ( )E R X R x dx=

= −

∫
1

0

1
  

  

  ) ۱  .۱۰(بنابراين از 
  

ln ( )R µ ≥ −1  
  

  و يا 
  

( )R eµ −≥ 1  
  

t باشد آنگاه برا  F IFRاگر .... فصل .... اما با توجه به تمرين  µ<  
  

( ) ( )( ) ( )tR t R µµ≥
1 1

  
  

  بنابراين 
  

( ) tR t e
µ

−
≥  

  

  ■        .                                                                                                 شود و اثبات كامل مي
 با IFRنتيجه جالب و در عين حال جالب اين قضيه اين است كه اگر توزيع طول عمر سيستم 

توان مطمئن بود كه قابليت اعتماد آن از  ها  اوليه استفاده از آن مي  باشد، در زمانµميانگين 
  . بيشتر استµوزيع نمايي و ميانگين قابليت اعتماد يك سيستم با ت

  .اكنون قضيه زير را در نظر بگيريد
t باشد آنگاه برا  µ با ميانگين F ،IFRفرض كنيد توزيع   ۴  . ۱۰قضيه  µ<    داريم0>
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( )
( ( ) )

!

j
t

j n

t

P N t n e
j

µµ∞ −

=

≥ ≤ ∑  
  

  .اثبات
 دو متغير تصادفي با تابع قابليت Y و Xشود كه اگر  اثبات قضيه از اين واقعيت ناشي مي

)، tطور  كه به ازا  هر  باشند به YR و XRاعتماد  ) ( )X YR t R t> . آنگاه
( ) ( )n n

X YR t R t> كه در آن ( )n
XR t ( ( ))n

YR t تابع قابليت اعتماد پيچش n امX ( )Y با 
  ) را ببينيد۲۰۰۷شيكد و شانتيكومار . (باشد خودش مي

t است برا  F IFRچون  µ< ) داريم، ۳  .۱۰ از قضيه 0> ) tR t e
µ

−
 بنابراين با توجه به ≤

  شاره شده در فوقنتيجه ا
  

( ) ( )

( )

n

n i
i

n

i
i

F t P X t

P Y t

=

=

= ≤

≤ ≤

∑

∑
1

1

  

  

چون . است µدارا  توزيع نمايي با ميانگين  iY و F دارا  توزيع iXكه در آن 
n

i
i

Y
=

∑
1

 
 و n با پارامترها  يع ارلانژدارا  توز

µ
   است داريم1

  

( )
( )

!

j
tn

n
j

t

F t e
j

µµ −

=

≤ − ∑
1

1  
  

  دهد، و اين نتيجه مي
  

( )
( ( ) )

!

j
t

j n

t

P N t n e
j

µµ∞ −

=

≥ ≤ ∑  
■  

 در IFRها  يك سيستم با توزيع  نتيجه اين قضيه اين است كه احتمال اين كه تعداد خرابي
)فاصله  , )t0 ( )t µ<  بيشتر شود همواره كمتر يا مساو  است با احتمال اين كه n از 0>

  .  شودnبيشتر از  µها  يك سيستم با توزيع نمايي و ميانگين  تعداد خرابي



.  كمتر باشدµ است كه از tالبته بايد توجه داشت كه در اينجا نتيجه محدود به مقادير  از 
)تر برا  كران تابع توزيع  تر اما در عين حال پيچيده نتيجه كلي )N tه صورت زير است كه آن  ب

  . مراجعه كرد) ۱۹۸۱(توان به بارلو و پروشان  برا  اثبات مي. كنيم را بدون اثبات بيان مي
) F IFRاگر   ۵.  ۱۰قضيه  )DFR  باشد آنگاه برا , ,n = 1 2 t و … ≥ 0  

  

( )
( ( ))

( ( ) ) ( )
!

j
tn nH
n

j

t
nH

nP N t n e
j

−

=

< ≤ ≥ ∑
0

  
  

)كه در آن  ) ln ( )H t R t=   .  استF تابع نرخ خطر تجمعي −
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 تابع توزيع متغير طول عمر سيستم باشد و فرض كنيد Fفرض كنيد   ۶.  ۱۰قضيه 
( ) ln ( )H t R t= ) تابع نرخ خطر تجمعي باشد كه در آن − )R tقابليت اعتماد سيستم است  .  

   باشد آنگاه F NBU اگر )الف
  

( )( ( ))( ( ) )
!

jn
R t

j

R t
P N t n e

j

−
−

=

< ≥ ∑
1

0
  

  

   باشد آنگاهF NWU اگر )ب
  

( ( ))( ( ) )
!

jn

j

R t
P N t n

j

−

=

< ≤ ∑
1

0
  

  

  . اثبات
x, باشد آنگاه برا  F ،NBU فرض كنيد )الف t > 0،  

  

( ) ( ) ( )R t x R t R x+ ≤  
  

  و اين معادل است با 
  

( ) ( ) ( )H t x H t H x+ ≤ +  
  

   نامنفي،y و xتوان نشان داد كه برا   با توجه به اين نامساو  به راحتي مي
  

)۱۰.  ۲                                (( ) ( ) ( )H t x H t H x− − −+ ≤ +1 1 1  
  

)ل با توزيع نمايي  متغيرها  تصادفي مستقiYفرض كنيد  )E   توان نوشت آنگاه مي.  باشند1
  

( ), , , ,
d

i iX R Y i n−= =1 1 2 …  
  

اكنون با .  هستندFباشند كه دارا  توزيع  ها متغيرها  تصادفي مستقل ميiXكه در آن 
  داريم) ۲  .۱۰(استفاده از 

  

( ) ( )
n n

i i
i i

H Y H Y− −

= =

≤∑ ∑1 1

1 1
  

  

  بنابراين 
  



( )

( ( ) )

( )

( )

( ( ))
!

n

i
i

n

i
i

n

i
i

jn
R t

j

P N t n P X t

P R Y t

P Y R t

R t
e

j

=

−

=

=

−
−

=

 
< = > 

 
 

≥ > 
 
 

≥ > 
 

=

∑

∑

∑

∑

1

1

1

1
1

0

  

  

شود كه  از اين واقعيت ناشي ميكه در آن تساو  اخير 
n

i
i

Y
=

∑
1

 دارا  توزيع ارلانژ با پارامترها  
  .  است۱ و پارامتر مقياس nشكل 

  ■                .  شود  باشد مشابه است و بنابراين قضيه كامل ميF NWUاثبات در حالتي كه 
) NBUشود كه اگر توزيع طول عمر سيستم  از اين قضيه نتيجه مي )NWU تابع  باشد آنگاه

)ها  سيستم در فاصله  بيتوزيع تعداد خرا , )t0 از تابع توزيع پواسن با ميانگين ( )R t بيشتر 
  . است) كمتر(

 توزيع طول عمر يك سيستم برحسب ساعت وايبل با پارامترها    فرض كنيد۲.   ۱۰مثال 
β = 2 λ و /75 −= 42 5 10/ است و ميانگين طول عمر آن IFRدر اين حالت توزيع .  باشد*

  با توجه به مقادير پارامتر برابر است با 
  

( )µ λ β −= Γ +
=

1 1
3559 43/  

  

t، در زمان ۴.  ۱۰اكنون برا  مثال با توجه به قضيه  = ابي ساعت احتمال اين كه تعداد خر 2000
   باشد دارا  كران بالا  زير است۳سيستم بزرگتر يا مساو  

  

( ( ) )P N ≥ ≤2000 3 0 0195/  
  

   داريم۶.   ۱۰از قضيه 
  

( )( ( ))( ( ) )
!

j
H

j

H
P N e

j
−

=

< ≥

=

∑
2

2000

0

20002000 3
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   داريم ۵  .   ۱۰و از قضيه 
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  تعمير مينيمال با زمان تعمير آني  ۴.    ۱۰

ض كرديم كه در صورت از كار افتادن سيستم، سيستم پس از تعمير مانند يك  فر۲  .۱۰در بخش 
تواند در  اما بايد توجه داشت كه اين فرض مي. دهد دستگاه كاملاً نو به كار خود ادامه مي

تر اين است كه فرض كنيم پس از تعمير  يك حالت واقعي. بسيار  از موارد غير واقعي باشد
كند اما وضعيت آن از نقطه نظر  تم دوباره شروع به كار ميسيستم از كار افتاده، سيس

شود كه بلافاصله از كار افتادن  سالخوردگي مشابه يك سيستم نو نيست بلكه مشابه حالتي مي
) از كار بيافتد و t0به عبارت ديگر اگر سيستم در زمان . داشته است )h t0 ر تابع نرخ خطر مقدا

) باشد آنگاه پس از تعمير سيستم به جا  آن كه فرض كنيم t0در  )h t0 برابر ( )h  يعني تابع 0
)كند اما  نرخ خطر سيستم نو باشد فرض كنيم دستگاه شروع به كار مي )h t0 بدون تغيير باقي 

كند و نرخ خطر آن در زمان تعمير  اين نوع تعمير كه در آن سيستم شروع به كار مي. ماند مي
  . كند به تعمير مينيمال معروف است تغيير نمي

شود در قضيه زير آمده است  نتيجه اساسي در بحث تعمير مينيمال كه در عمل از آن استفاده مي
تر قابليت اعتماد و  توان به متون پيشرفته برا  اثبات مي. كنيم يكه در را بدون اثبات مطرح م
  . فرآيندها  تصادفي مراجعه كرد

)فرض كنيد ) الف  ۷.    ۱۰قضيه  )N tها  يك سيستم در فاصله   تعداد شكست( , )t0 باشد كه 
)در اين صورت . گيرد بر رو  آن تعمير مينيمال صورت مي )N t تشكيل يك فرآيند پواسن 

  دهد به طور  كه ناهمگون مي
  

( ( ) ( ))( ( ) ( ))( ( ) ( ) )
!

k
m t x m tm t x m t

P N t x N t k e
k

− + −+ −
+ − = =  

  

)كه در آن  )m tها در فاصله   متوسط تعداد شكست( , )t0است  .  
)اگر ) ب )h tع نرخ خطر توزيع طول عمر سيستم  تاب( )Fباشد آنگاه   

  

( ( ) ( ))( ( ) ( ))( ( ) ( ) )
!

k
m t x m tm t x m t

P N t x N t k e
k

− + −+ −
+ − = =  

  



  .برا  توضيح بيشتر مثال زير را در نظر بگيريد
) توزيع طول عمر سيستم وايبل   فرض كنيد۳.   ۱۰مثال  , )λ β باشد به طور  كه β = 2 75/ 

λو  −= 42 5 10/    اگر تعمير مينيمال صورت گيرد آنگاه۷  . ۹با توجه به قضيه . *
  

( ) ( )m t t−= 4 2 752 10 /*  
  

)جدول زير مقدار  )m tكند ها  مختلف را ارائه مي  در زمان.  
  

۸۰۰۰  ۶۰۰۰  ۴۰۰۰  ۲۰۰۰  t  
۷۲۷/۶  ۰۴۹/۱  ۰۰۰/۱  ۱۴۹/۰  ( )m t  

  

t در زمان ۷  . ۹همچنين با استفاده از قسمت الف قضيه  = )ها در بازه   تعداد خرابي2000 , )0 2000 
  .دارا  توزيع احتمال زير است

  

  k  ۰  ۱  ۲  ۲بزرگتر يا مساو  
۴-۱۰×۵  ۸۶۱۹/۰  ۱۲۸۱/۰  ۰۰۹۵/۰  ( ( ) )P N k=2000  

  

  ، داريم۷  . ۹به طور مشابه، با استفاده از قسمت الف 
  

  k  ۰  ۱  ۲  ۲بزرگتر يا مساو  
۰۵۵۱/۰  ۱۵۴۷/۰  ۳۶۳۴/۰  ۴۲۶۸/۰  ( ( ) ( ) )P N N k− =2000 2000  

  

  
  مير تصادفيزمان تع-تعمير كامل  ۵.   ۱۰

tفرض كنيد سيستم در زمان  = كند   كار ميX1مدت زماني تصادفي . كند  شروع به كار مي0
پس از شروع به كار . كشد تا تعمير كامل شود  طول ميY1مدت زمان تصادفي و پس از خرابي 

كشد تا تعمير شود   واحد زمان طول ميY2كند و پس از خرابي   واحد زمان كار ميX2مجدد 
)ها  سيستم در فاصله  فرض كنيد تعداد خرابي. كند و اين روند ادامه پيدا مي , )t0 n باشد كه 

ها نيز iY هستند و Fتوزيع با توزيع مشترك  ها متغيرها  تصادفي مستقل و همiXن در آ
علاوه بر آن فرض كنيد . باشند  ميGتوزيع با توزيع مشترك  متغيرها  تصادفي مستقل هم

iX ها وiY قرار دهيد . نيز مستقل از يكديگرندهاi i iZ X Y= + ،, , ,i n= 1 2 ، در اين …
  .توزيع با تابع توزيع زيرند ها متغيرها  تصادفي مستقل و همiZصورت 
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

i

t

t

W t P Z t

F t x g x dx

G t x f x dx

= <

= −

= −

∫

∫

0

0

  

  

  .  هستندG و F به ترتيب توابع چگالي احتمال متناظر با g و fكه در آن 
Z1 ،Zها   توجه كنيد كه در زمان Z+1 2 ،... ،kZ Z+ +1 L افتد يك تجديد اتفاق مي...  و .

)ها  سيستم  بنابراين تعداد از كارافتادگي )N tبرابر است با   
  

{ }( ) max , n nN t n S Z Z t= = + + ≤1 L  
  

  . دهد كه تشكيل يك فرآيند تجديد مي
iYاگر فرض كنيم  = 0 ،, , ,i n= 1 2 ، يعني سيستم در صورت ار كار افتادگي بلافاصله …

)تعمير شود، آنگاه توزيع  )N t)  يا( )S t (اما در اينجا با . ايم را در بخش قبل به دست آورده
)اند توزيع  خود متغيرها  تصادفيها iYتوجه به اين كه  )N tمعمولاً در . تر خواهد بود  پيچيده

)محاسبه توزيع  )N tها  عدد  استفاده كرد  بايد از روش .  
) نمايي X  فرض كنيد توزيع طول عمر سيستم ۴.   ۱۰مثال  )E λ باشد و توزيع زمان تعمير 

Y نمايي ،( )E βدر اين صورت توزيع .  باشدi i iZ X Y= + ،, , ,i n= 1 2 ، برابر است …
  با 

  

( )( )( )
t

t x xW t e e dxλ ββ− − −= −∫
0

1  
  

توان نشان داد كه تابع چگالي احتمال متناظر با آن به صورت زير  پس از محاسبات ساده مي
  . خواهد بود

  

( ) ,
( )

,

t t

t

e e
w t

te

λ β

λ

λβ
β λ

β λ
λ β λ

− −

−

 − ≠ −= 
 =

2
  

  



 iZ نمايي باشند، توزيع iY و توزيع زمان تعمير iXدهد كه اگر توزيع طول عمر  اين نشان مي
β در حالتي كه nSلذا توزيع . نمايي نيست λ≠معمولاً در عمل . (ا  ندارد  ديگر فرم بسته

  ). استβ بسيار كوچكتر از λمقدار 
گيرد آن است كه احتمال   مورد تعمير قرار مييك سوال مهم برا  سيستمي كه پس از شكست

" دسترس پذير " چقدر است؟ در اين رابطه كميت مهمي به نام tفعال بودن سيستم در زمان 
برا  تعريف دسترس . شود كه نقش مهمي در مبحث تعمير و نگهدار  سيستم دارد ارائه مي

)پذير  متغير  )X tرا به صورت زير در نظر بگيريد .  
  

( )X t


= 


1
0                             

 

) كه با tدر زمان  دسترس پذير  سيستم )الف  ۳.   ۱۰تعريف  )A tدهيم برابر است   نمايش مي
  با 

  

( ) ( ( ) ) ( ( ))A t P X t E X t= = =1  
  

   برابر است باA) يا به اختصار دسترس پذير ( دسترس پذير  حد  )ب
  

lim ( )
t

A A t
→∞

=  
  

) دسترس پذير  متوسط در فاصله )ج , )t0 ( )aA tعبارتست از   
  

( ) ( )
t

aA t A t dt
t

= ∫
0

1  
  

   عبارتست از aA دسترس پذير  متوسط حد  )د
  

lim ( )a at
A A t

→∞
=  

  

دهد كه سيستم  توجه كنيد كه دسترس پذير  متوسط در واقع نسبت متوسط زماني را نشان مي
)در فاصله  , )t0شد اگر زمان تعمير قابل چشم پوشي با.  فعال بوده است( )A t همان قابليت 

برا  .  با هم برابرندaA و Aشود كه دو كميت  همچنين ثابت مي. اعتماد سيستم خواهد بود
خش اكنون دوباره سيستمي را كه در ابتدا  ب. مراجعه كنيد) ۱۹۸۱(اثبات به بارلو و پروشان 

)فرض كنيد . توصيف شد در نظر بگيريد )iE X µ= و ( )iE Y ν= . بديهي است كه

  ،  كار كندt در زمان اگر سيستم
  در غير اينصورت،
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µ ν+ها را در فرآيند   متوسط فاصله بين تجديد( )N tدسترس پذير  . دهد  نمايش مي
)متوسط سيستم در فاصله  , )t0 برابر خواهد شد با   

 

)زمان كل فعال بودن در  , )t0  
t  

( )aA t =  
 

با توجه به تعريف بديهي است كه صورت اين كسر بين 
( )N t

i
i

X
=

∑
1

 و 
( )N t

i
i

X
+

=
∑

1

1
. گيرد رار مي ق

خواهيم  به عبارت ديگر مي. سيستم را تعيين كنيم) حد (منديم دسترس پذير   علاقه
lim ( )a at

A A t
→∞

   را محاسبه كنيم، داريم=
  

( ) ( )

( )

N t N t

i i
i i

a

X X
A t

t t

+

= =< <
∑ ∑

1

1 1  
  

  و يا
  

( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )

N t N t

i i
i i

a

X X
N t N t

A t
N t t N t t

+

= =< <
∑ ∑

1

1 1  
  

tاگر  → ) آنگاه ∞ )N t
t µ

→
 و 1

( )

( )

N t

i
i

X

N t
µ= →

∑
بنابراين دو طرف نامساو  به سمت . 1

µ
µ ν+

  لذا. كند  ميل مي
  

lim ( )a at
A A t

µ
µ ν→∞

= =
+

  
  

µدهد كه با احتمال  و اين نشان مي
µ ν+

  .  سيستم در يك زمان خاص فعال است

  



    نگهدار  پيشگيرانهالگوها  ۵.   ۱۰
ها سر و كار داريم دارا  اين ويژگي هستند كه  هايي كه در زندگي با آن بعضي از سيستم

برا  مثال سيستمي مانند هواپيما، . ها ممكن است باعث صدمات جبران ناپذير  شود شكست آن
ين بعضي از قطعات چندر صورت از كار افتادن . ا  و غيره  راكتورها  هسته اتومبيل،
در چنين حالاتي، . هايي، خسارات ناشي از كار افتادن سيستم بسيار سنگين خواهد بود سيستم

ها  مختلفي اتخاذ شده است به طور  كه احتمال از كار  چهت نگهدار  و تعمير سيستم شيوه
شود، بحث نگهدار   يكي از مباحثي كه در اين بستر مطرح مي. افتادن سيستم حداقل شود

در نگهدار  پيشگيرانه يك سيستم قبل از آن كه دچار شكست شود بر اساس . ستپيشگيرانه ا
ها  مختلفي در  شيوه. گيرد يك شيوه معين تعويض شده يا مورد بررسي و تعمير قرار مي

ها وجود دارد كه در ادامه به دو روش متداول از اين  قطعات قبل از خرابي آن تعمير ياتعويض 
  . دعويض سني و تعويض بلوكي معروفناين دو روش به ت. كنيم ها اشاره مي شيوه

t  فرض كنيد در زمان ۴.   ۱۰تعريف  =   كند  سيستم شروع به كار مي0
، T ،T2ها   شود يا در زمان در تعويض بلوكي سيستم يا در زمان شكست تعويض مي )الف
T3 كه در آن ...  وTيك مقدار از قبل تعيين شده است  .  
.  رسيدTشود يا هنگاميكه به سن   در تعويض سني سيستم در زمان شكست تعويض مي)ب

  . اركرد سيستم ثبت شودتوجه كنيد كه در تعويض سني بايد همواره مدت زمان ك
در ادامه اين دو شيوه ار نگهدار  سيستم را مورد مطالعه قرار داده و تحت معيارها  مختلف 

ابتدا تعويض بلوكي را . توان نگهدار  پيشگيرانه بهينه را تعيين كرد دهيم چگونه مي نشان مي
  .كنيم مطالعه مي

  تعويض بلوكي با شاخص هزينه
t فرض كنيد سيستم در زمان =  سيستم را با T ،T2 ،T3 ها  در زمان.  شروع به كار كند0

)اين گونه تعويض را تعويض را تعويض پيشگيرانه . كنيم يك نو تعويض مي )PM گوييم و 
 از كار PMها   همچنين اگر سيستم در بين زمان.  داردC1ا  برابر  كنيم هزينه فرض مي

اين تعويض . گيرد كنيم يا يك تعمير كامل صورت مي  را با يك سيستم نو تعويض مي آن. بيافتد
)را تعويض اورژانسي  )ERآن  كنيم هزينه  گوييم و فرض مي C2نمودار ۱ . ۱۰شكل .  باشد 

  . دهد الگو  بلوكي را نشان مي
)) در فاصله ERها   توجه كنيد كه تعويض ) , )i T iT−1 ،, ,i = 1 2 ، تشكيل يك فرآيند …

)اگر . دهند يتجديد م )F t را تابع توزيع طول عمر سيستم فرض كنيم و زمان تعويض قابل 
))ا  كه در يك دوره  چشم پوشي باشد آنگاه متوسط هزينه ) , )i T iT−1كنيم   پرداخت مي

  برابر است با
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PM  
  
  
  

                       T3                           T2                            T          
  
  

EM                                 
   نمودار تعويض بلوكي۱  . ۱۰شكل 

  

( ) ( )iE C C m T C= +1 2*  
  

)كه در آن  )m tدر فاصله ) ها متوسط تعداد تجديد(ها  اورژانسي   متوسط تعداد تعويض
( , )T0است  .  

)بنابراين متوسط هزينه  )E C در واحد زمان برابر خواهد شد با   
  

( )( ) C C m T
C T

T
+

= 1 2
1  

  

 در چه فواصلي PMيعني ( را چگونه تعيين كنيم Tدر اينجا مسئله مهم اين است كه زمان 
)كه ) انجام شوند )E Cبه عنوان تابعي از .  مينيمم شودT،  ( )E C برا  مقادير كوچك T 

 بزرگتر شود آنگاه تعداد Tاز طرفي اگر . شود زياد مي) ها  بيشترPMو در نتيجه تعداد (
ERها  بيشتر خواهد شد .  

  

( ) ( ( ))
( )

dm T
TC C C m T

TC T
T T

− +∂
=

∂

2 1 2
1 2  

  

  اگر قرار دهيم
  

( )C T
T
∂

=
∂ 1 0  

  

  آنگاه
  



)۱۰ .  ۳                                       (( ) ( )
Cdm T

T m T
T C

− = 1

2
  

  

C در صورت وجود تابعي از نسبت Tگيريم اين است كه مقدار بهينه  ا  كه مي اولين نتيجه
C

1

2
 

  .باشد  كمتر مي۱ كوچكتر است و اين مقدار همواره از C2 از C1معمولاً . خواهد شد
 از  باشد آنگاه مقدار F NBUشود كه در صورتي كه توزيع طول عمر  همچنين ثابت مي

Tكند تابع هزينه   كه در تساو  صدق مي( )C c1كند  را مينيمم مي .  
  . برا  توضيح بيشتر مثال زير را در نظر بگيريد

βبا پارامترها    فرض كنيد توزيع طول عمر وايبل ۵.   ۱۰مثال  = 2 λ و /5 = 0 در .  باشد/001
 k مساو  C2يعني  ER به هزينه C1 يعني PMاين صورت اگر فرض كنيم نسبت هزينه 

  . دهد  نشان ميk بهينه را به ازا  مقادير مختلف T مقدار ۱  . ۱۰باشد جدول 
  ها  به عنوان ابعي از نسبت هزينهPMها  بهينه    زمان۱   . ۱۰جدول 

n  k  
  ۱/۰  
  ۲/۰  
  ۳/۰  
  ۳/۰  
  ۴/۰  
  ۵/۰  
  ۶/۰  
  ۷/۰  
  ۸/۰  
  ۹/۰  

  
اگر فرض كنيم هنگام شكست سيستم در تعويض بلوكي به جا  آن كه دستگاه تعويض شود يا 

)تعمير كامل صورت گيرد آن را تعمير مينيمال كنيم آنگاه متوسط هزينه در يك دوره  , )T0 ،
  برابر خواهد شد با، ۴   .  ۱۰با توجه به نتايج بخش

  

( )( ) C C H T
C T

T
+

= 1 2
2  
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۲۳۲
  

)كه در آن  ) ( )
T

H T h x dx= ∫
0

 به C2 و C1 است و F تابع نرخ خطر تجمعي متناظر با 

)كنيم كه  خاطر نشان مي. دهد  را نشان ميER و PMها   ترتيب هزينه )H T متوسط يك 
)خرابي در فاصله  , )T0دهد  را تحت تعمير مينيمال نشان مي .  

) نمايي Fاگر توزيع  )E λ آنگاه  باشد( )H T Tλ= و در نتيجه   
  

( ) C
C T C

T
λ= + +1

2 2  
  

)بنابراين  )C T2 شود كه  زماني مينيمم ميTاين نتيجه دور از . نهايت ميل كند  به سمت بي
شود و لذا تعويض  چار سالخوردگي نميانتظار نيست چرا كه سيستمي با توزيع نمايي هيچ گاه د

PMنياز ندارد  .  
β  فرض كنيد توزيع طول عمر وايبل با پارامترها  ۶.   ۱۰مثال  = 3 λ و /5 = 0 ، آنگاه با /01
Cفرض  =1 0 C و /1 =2 ) تابع هزينه در فاصله 1 , )T0 برابر خواهد شد با   

  

( )( ) T
C T

T
+

=
3 5

2
0 1 0 01 // / *  

  

آنچنان كه از نمودار مشخص است . دهد  نشان ميT نمودار تابع هزينه را در مقابل ۲  . ۱۰شكل 
  . گيرد  را مي مينيمم مقدار خود۸۶/۳۹تابع هزينه در نقطه 
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نمودار تابع هزينه   ۲ . ۱۰شكل   



  شاخص هزينه-تعويض سني  ۶.   ۱۰
tفرض كنيد در زمان  =  رسيد آن را با Tاگر سيستم به سن . كند  سيستم شروع به كار مي0

 دستگاه دچار از كار افتادگي Tهمچنين اگر قبل از زمان . كنيم  ميPMسيستم نو تعويض 
كنيم هزينه   فرض ميPMدر حالت تعويض . كنيم  ميER) يا تعمير كامل(شد، آنرا تعويض 

C1 و در حالت تعويض ER  هزينه راC2معمولاً در اين حالت نيز هزينه . گيريم  ميC1 را 
ان  زمXاگر . زمان تعمير قابل چشم پوشي باشدكنيم  فرض مي.  استC2كمتر از هزينه 

)minشكست سيستم باشد و قرار دهيم  , )Z X T= آنگاه Z زمان تجديد است كه ميانگين 
  برابر است با....) فصل .... از تمرين (آن 

  

( ) ( ( ))
T

E Z F x dx= −∫
0

1  
  

  ميزان هزينه در يك دور تجديد برابر است با
  

( ( )) ( )F T C F T C− +1 21  
  

)شود كه سيستم با احتمال  صحت اين عبارت از اين واقعيت ناشي مي )F T−1 طول عمرش از 
T بيشتر است كه در اين حالت هزينه C1 بايد پرداخت شود و با احتمال ( )F T قبل از T 

بنابراين ميزان متوسط هزينه .  پرداخت شودC2خورد كه در اين حالت بايد هزينه  شكست مي
  در واحد زمان مساو  خواهد شد با

  

( ( )) ( )( )
( ( ))

T

F T C F T C
C T

F x dx

− +
=

−∫
1 2

3

0

1

1
  

  

  آوريم و مساو  صفر قرار دهيم به دست مي مشتق گرفته Tاگر از تابع هزينه برحسب 
  

)۱۰ .  ۴                               (( ) ( ) ( )
T C

R T h T R t dt
C C

+ =
−∫ 2

2 10
  

  

Cمشروط بر آن كه  C≠1 ) كه در آن 2 ) ( )R T F T= ا  وجود  بنابراين اگر مقدار بهينه. 1−
) ۴  . ۱۰(با توجه بن تساو  . صدق كند) ۴  . ۱۰( كند بايد در داشته باشد كه تابع هزينه را مينيمم
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C يعني ER و PMها   كنيم كه مقدار بهينه تابعي از نسبت هزينه همچنين ملاحظه مي
C

1

2
 

  . است
ه دارا  توزيع طول عمر با تابع چگالي احتمال زير   سيستمي را در نظر بگيريد ك۷.   ۱۰مثال 
  است

  

( ) ,
t

f t te t
−

= >
2

2 0  
  

  در اين صورت تابع هزينه در تعويض سني برابر است با
  

( ( )) ( )( )
( ( ))

( )

T

T

T
x

F T C F T C
C T

F x dx

C C C e

e dx
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1 2 1
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1

1
  

  

Cاگر فرض كنيم  =2 C و 1 =1 ) آنگاه يك نمودار 1 )C T3 ارائه شده است۳   . ۱۰ در شكل  .  
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نمودار تابع هزينه   ۳. ۱۰شكل   



  .شود  مينيمم مي۵/۱شود كه تابع در نقطه  از نمودار ديده مي
)كنيم، آن است كه هر سه تابع هزينه  نكته آخر كه در اينجا مطرح مي )C T1 ،( )C T2 و 

( )C T3 دارا  اين خاصيت هستند كه وقتي T كند و   هر سه به سمت صفر ميل مي0→

Tهنگاميكه  → C هر سه به سمت ∞
µ

بررسي صحت اين نتايج را به عنوان تمرين واگذار . 2
  . كنيم مي

  
  مسايل  ۷.   ۱۰
ها دارا  توزيع   بين شكست   فرآيند تجديد  را در نظر بگيريد كه در آن زمان.۱

( , )N 400 فرم تابعي تابع توزيع .  است2500
n

n i
i

S X
=

= ∑
1

فرم صريح تابع توزيع .  را تعيين كنيد
S3را به دست آوريد .  
  . كران ارائه شده در اين فصل را تعيين كنيد۱ در تمرين S3را  توزيع ب.  ۲
اگر متوسط تعداد تجديدها باشد ثابت .  باشدF  فرض كنيد توزيع طول عمر يك سيستم .۳

  كنيد
  

( )( ) ( ) ( ) ( )
n n

i
i i

i i i n

F t m t F t F t
∞

= = = +

≤ ≤ +∑ ∑ ∑
1 1 1

  
  

)  يد در يك تعمير كامل با زمان تعمير تصادفي،فرض كنيد توزيع دوره تجد  .۴ , )k
G λ2 

  . باشد
)تابع تجديد ) الف )m tرا تعيين كنيد .  
kدرحالت ) ب = ) نشان دهيد كه 2 )m t tλ=.  
هايي برا  تابع هزينه، در تعويض بلوكي  ، كران۳ تمرين ها  ارائه شده در با استفاده از كران . ۵
  . شاخص هزينه به دست آوريدبا
)در تعويض بلوكي با شاخص هزينه نشان دهيد اگر تابع نرخ خطر توزيع   .۶ )h t tα= باشدو 

Tتعمير مينيمال صورت گيرد تابع هزينه در نقطه 
γ

α
=

 نسبت γشود كه در آن  م مي مينيم2
  . استERبه  PMها   هزينه
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توليد  دارا  دو واحد مشابه است كه به طور مستقل از يكديگر عمل   يك دستگاه .۷
  .دو شيوه نگهدار  برا  اين دستگاه ارائه شده است. كنند مي
  .هر واحد را در زمان شكست آن تعويض كنند) الف
 PMيعني يك تعويض (در زمان شكست يك واحد، واحد فعال ديگر نيز تعويض شود ) ب

  ).صورت گيرد
فرض كنيد هر واحد تعويض شده يك ميليون و . كند هر تعويض كاملاً واحد مربوطه را نو مي

 ۲هزينه تعويض واحد سالم به همراه واحد از كار افتاده .  در برد داردپانصد هزار تومان هزينه
nاگر توزيع طول عمر ارلانژ با پارامترها  . ميليون است = λ و 7 =  باشد كدام شيوه از 1

nكنيد؟ اگر توزيع طول عمر ارلانژ  ها  الف و ب را توصيه مي شيوه = λ و 4 = 0  باشد /5
  كنيد؟ كدام شيوه نگهدار  را پيشنهاد مي

βدر نگهدار  سني با شاخص هزينه اگر توزيع طول عمر وايبل با پارامتر شكل .  ۸ = 3  و /5
λ = 0  را PMنگهدار   باشد زمان بهينه ER ۱۰و هزينه  PM ۱باشد و هزينه تعمير  /9
) بين ERاگر هزينه . تعيين كنيد , )5   . كنيد  باشد سن بهينه را چه پيشنهاد مي20

  
  
  
  


